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;C^te £)6erflä(j(>e emct Äugel eignet fidf^ wegen ii)xtx glefc^* 
mAßtgen Krümmung ^6en fo n)ol[i( jum 6onflructtonäfe(t)e, 
afö bte ©fcene; unb bte Unterfuc|>ung ber ®efe|e ipi)&xii(l^zx 
ßonfkucttonen fäl^rt ju 9lefuftaten^ »eldf)e ntd^t nur ben 
|)(antmetrtf(^en analoge fonbern nod) aUgemetner fmb, aU 
btefe^ ba ft4» ja^ anal0\d) genommen, bte 6bene anö) aU 
eine ^ugeffTäcf^e mit unenbKdf)em 9labtuä barjleHt Wlan 
iann unter bem Flamen ^,©))^ärtf" ben ÜH^ ber ®eo^ 
metrte »erflel^en, »eldf)er ber ^lammetrie gegenüber fte^t 
unb bte ®efe|e ber Gonjlructionen auf ber ßberffädl^e etner 
Äugel jum ©egenflanbe i)at, o6gtetc|> man unter btefem 9?a^ 
men früher too^i nur bte £e^re wn ber ^ugel an unb für ficf» 
»erflanb* J^fernad^ »erl^ält ftd^ öfcer^aupt bte ®p^&xit jur 
^lantmetrte, wte tng^efonbere bte fogenannte fpl[>ärtfc^e 
2rtgoncmetrte jur ebenen* 

S)te Slefultate, ju weld^en frül^ere Unterfud^ungen 
fp^rtfd&er Gonftructtonen gefü^ (^aben, begret'ft fc jtem* 
K(fi bte fjj^Ärtfc^e Irtgonometrte, weld(>e ber elementare 2l^etT 
ber ©p^örtf ö6erl^aupt tfl^^unb beren Äenntniß l^ter a(fo 
»orauögefe|t wirb; benn nur in ©tnjelnl^etten äkrf4>rttt 
man • bte btefem ©lementarabfd^nitte ber <Bp^äxit inxä) ik 
Statur fetner 2lufgabe geflefften ©rönjen* 2ln etner ana* 
Ipttfd^en ©p^drtf aber feWte e« btö^er QänifUd). Q6 ijl 
Iftoax bte analjjttfd&e (Bpf)&xit afferbingö etn Sl^ett ber anat 
fytiid)tn ©tereometrte überl^aupt^ unb ti f önnten bemgemäfl 
fp^ärtfc^e ßonflructtonen fretltd^ arxä) analpttfdS) tm @e* 
brauche breter Goorbtnatcn x^ y, z unterfuc^t werben, wetf 
man buxd) fte bte fiage etneö ^unfteö auf ber Chexf[&d)c 
ber Äugel befltmmen fann; wn btcfen brei Goorbtnaten 
würbe bann aber jebe (id) aU aM;öngtg \>on ben betben 



IV 

üfcrtgen barfteffen^ mil, mnn bet SRittelpunft ber Äuge( 
jum Slnfangöpunffe genommen unb tl^r SÄabiuö = l gefeit 
wirb, im gaffe red^twtnfettger ^araffefsfßoorbfnaten affemal 
x^-f y2^z2=l tt>äre* aÄtttetfl btefet ©fetd^ung Keße (\df 
bann auö emer gegebenen anltvm @(etc|>ung jtt)tfd&en ben 
bref Goorbmaten jebeömal efne berfelben eKmtniren* 9Wan 
»trb aber baiS fo eben berührte 5Berfal^ren, »e(c|)eö bie 
matpti^d)t ©eometrte . üht^aupt angtbt, W0f)t ntd^t tm 
(Jrnjle afö eme SlJet^obe ber anal^ttfd^en ©pl^äri'f geltenb 
mad^en »offen* Ungtetc^ emfac^er erreicht fte tl^re $mdc 
im ®ebraud[)e ipi)&vi^d)tt Coorbtnatem SDBte tn ber 
^Xanimetrte reid^en bann arxc!^ in ber ©pf;ärif jivet (5oor^ 
btnaten jur t^öfftgen S5ejltmmung ber fiage eine^ ^unfteö 
l^tn^ unb biefer ®runbrtß tfl gerabe baju beflfmmt, bte 
Bpi)&tit in 5lnn)enbung ber SÄetl^obe fpf;järtfd()er Goorbfna^ 
ten auöjubifben, um anä) in btefer ^tnftc^t bte große 2lnaj? 
logte jwifc^en ber, ©pl^ärif unb ber Planimetrie ii^eiter 
. fort^ufübren* 

2)ie ®eogra})l^te unb Sljlronomie bebienen fxä) ber 
^pf)&xi](i)zn CEoorbtnaten fd^on längft unter im Flamen 
Stjimut^ unb ^ol^e, Sänge unb S3rette, Si^ctaf 
fcenfton unb 2)ecItnatfon , affo immer unter ber 
2?efc^ränfung auf em red^tttJinfeltgeä 6oorbinaten^©»flcm ; 
arxd} bte anarpttfd[)e ©eometrie felbfl l^at ff;ren GJebraud^ 
fd()on oft ni(S)t »erf(ä()mä^et* Slber aud^ abgefel^en t>on ber 
beräl^rten S5efd[)ränfung auf red^twtnfed'ge Goorbina^? 
tm tfl ber &tbxarxd) berfelben nodf) fetneöitegS ju reeffen 
3merfen ber anarpttfc^en ©pl^ärtf früf;er gel^örtg auögebiT^ 
bet »orben, unb ©puren berSlnmenbung etneg fd[)tef»tnfeftgen 
fj?^ärtfc|)en 6oorbtnaten^©p(lemö möchten »offenbö fi^werKc^ 
ani frül^erer $eit gefunben n?erben* Slußerbem ^at bte an^ 
gejleffte Unterfud^ung gezeigt, ba^ inbcn metften g-ftffen 
ber (ätixatxd) jener ßoorbtnaten unbequem tjl unb baß man 



in bev Ste^tl »ol^I tMr f4 ft<^tt berfeftcn bet wn mtt 
fo genannten Sluen^ßcorbtnaten ju kbtettem 9lti4> ber 
&zbtmd^ ber (Sentra(^6corbtnaten M f^<^ tn ^^^'^^^ 
SäKen bequem etmefen^ 

S)te SJerfoIgung btefer Sunbamentalbetradf^tungen ^at 
ben 23erfaffet jum S5efi|er wo^Igeefgneter STOet^oben gefäl^rt^ 
unb bie mMd ©c|)»terfgf ctten^ ml^ frül^er mtt ber Uns? 
tetfuc^ung frl^ärifc^er (Jcnftntcttonen vcxfnüpft toaxm, fmb 
baburdi) fcefefttgt »orben, fo baß btefetben fn ^wfwnft nttttelfl 
beö @c6raudf)eö frl^ärifc^cr ßoorbmaten fafl mtt berfeften 
£etc|)ttgfett bel^anbelt »erben fönnen^ aU wären fte planU 
metrtfd^* 3ene STOetl^oben ^a6en ftc^ aucf) fdf^on bet*er.§Uif^ 
ftnbung mel^rerer neuern unb affgemetnern Il^eoreme ictoäijrt, 
itnb etn S^ber^ welcher (lö) »on bem l^ter bargefcotenen 
©runbrtffe ober ßettfaben wttt etnfül^ren faffen, wtrb fel^r 
balb iai SJergnügen neuer unb eigener ©ntbedfungen l^aben ; 
benn unenbltdf) tjl bai ©efctet ber ©pl^Ärtf unb unenbltd^ bte 
^araffefe, welche fte ber . ^fantmetrte gegenäfeerjlcfft^ 

2)te ©p^ärtf würbe nur ein geringe« 3ntereffe für 
ftdb l^a^en^ wenn bte me6r gebac^te 2(naIogfe jwtftä()en t^r 
unb ber ^fantmetrte ftd^ ju fe^r gtefc^ bKefce, unb ftc^ 
nic^t auf bte manntgfalttgjlen SSetfen änberte* 2)tefe Slen^ 
berungen ber 5{naIogte fmb oft fo groß; ia^ alle ^Ui)np 
tid^tdt aufjul^dren fri^etnt^ 2)aju fommt nod^ ber Dlefj^ 
we(c|>er burd& bte größere 23erwtcfelung unb iai ©eltngen 
ber (Sntl^üttung unb g(ücfItdE>en ^lufTöfung l^er»orge6rat$t 
wtrb; unb »or Siaem ber 9letj ber 9]eu^ett ber ©egenftänbe, 
weld^e ber analj>ttf4^n Bpi)axif jur S5e^anbtung jufaffen* 

2)er Serfaffer wirb fetnen 3wecf aU tncid)t anfeilen, 
wenn er bte ^(ufmerffamfett auf mm Stetig ber ©eomei^ 
trte getenft (;at, wetd^er fo t^tefe 9(uö6eute »erf))rtc|>t; unb 
jur GJrünbung etner analpttfc^en ©pl;örtf beitrug, frei »on 
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bct bÄnfeflgfaften ÜJfemung^ m btefem ©runbttffe frglctd^ 

S)a btefe ©d^rtft auf folc^e Cefer Berechnet tfl, ml^t 
baö plantmctrtfc|>e 6ocrbmaten^2Öcfen fc^on f ennen, fö f onnte 
eine jtemKd^e Äütje ber SJatfleffung eintreten, unb eö fcfjten 
ölfo, j* S5*, unnöt^fg, auf ben UnterfdE)teb ber pofttfoen unb 
negatwen Goorbmaten befonber^ etn^ugef^en* ©enn »on 
ber Entfernung jn^eter 5punfte wn emanber bte SRebe ift 
fo loffen fic^ öuf ber ÄugeffTäd^e tl^re färjejle unb größte 
Entfernung unterfd[)etben* (Jerner gehört ju jebem fünfte 
etn ®egenpunft, weld^er um 180® »on if)m entfernt 
tfl unb efner jweiten fpmmetrtfdf^en Eonflructton angel^ört^ 
S)er dinfa^^dt wegen tfl föft überall von ben ©egenpunfss 
Un abgefei^en, unt> bie ^Jtguren jinb auc^ fajl immer o^ne 
ütMfxä)t auf fie gejeiif^net worbem Sßenn alfo etit)a gefagt 
»irb, ba^ fttfi jwet ober audb ^xci ^auptf reife in einem 
^VLttftt fdbnetben, fo »irb man fid) kid}t ge>t?öl^nen, nod) 
immer einen ifmittn ^mtt, aU ®egen))unft beö vorigen, 
ju benfen, worin ftdb biefelben ^aujJtfreife ebenfattö i(i)ntu 
ben* ^auptfreife fmb ^äuftg fp^ärifd^.-gerabe ßinien genannt 
worben* 5lm ®d(^fuffe beg 9EBerfdE)enö tfl bie jüngfl wm 
^errn ^profefTbr ^IMa mitgett;eirte 5bee eineg neuea 
6oorbinaten^®^flemg für bie ^pianimetrie anä) auf ik 
<Bpf)ixit auggebel^nt worben, unb e« ftnb SJeifpiele tjorgelegt, 
woran man fowo^I bie STOöngel, aU auc^ bie Söorjüge bie^^ 
(er neuen Goorbinaten^^^TOet^obe wirb ^inUn^li^ abnel^men 
fönnen, unb hk alfo ju einem wo^Ibegrünbeten Urt^eife 
baröber fül^ren* 

&m, im monat 5lugufl 1830* 

2)er Serfaffer^ 
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SBon ben fp^infd^en @oorbtnatens@)^ftemen unb ber ©letd^ung an bie 

fp^dnfd^'derabe Stme • »««««»«« 1 

fBon b«r (Soorbtnaten$lS«cn>anb(und beim ®ebraud^e ber TCrena^oorbinaten 17 
SSon ben gefe^Ud^en fp^^dfd^en Sinien überhaupt ««««.«»« 20 

Son ber fpfidrtfd^en (Spfiotbe unb Jtettenlinie 42 

SBon ben fp^drt(d^n Stnien ber ^weiten IDrbnund •«««««« 52 
S3on ber centdfd^en S^etluns ber fpij^ärifd^sderaben hinten « « « ♦ 108 
9lad^trdde unb Xnmerfungen * « * « ^ « « « « « « « « 143 
Ueber ein neued (Soorbinatens^pllem ber anal^tifd^en @|)]^nl» * * «153 
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SSerjeid^nip nhi^^tt SSerl^efferungen^ 



@efte detle 

V 6 t>ott tUxx, Mit: ©eptje, ftatt: ©e(t^^ 
^ 15 r# w w mehrerer neuen unb ottgemefnen 2^o« 

teme, fla(t: meisteret peuem «• f* »• 

21 19 „ ;, ,, tng.u»=a« ( 1 + tng t^) fAr : 

tng UÄa(l + tng t*). 

24 1 r, ^ n (t— '^) f«y 0— ^> 
„ 16 ,, n n Ax für sin A»* 

25 15 ^ „ t, tng flatt tgn. 

27 1 „ „ t, 9i' für dx. 

29 6 ,, « „ -(v^+qyw«)(latt-v*(l+7«-pxy), 

34 8 ,, ,, „ z* für x^. 

35 5 ^ „ „ welc^eiJ für ttjeld^e. 

8 ^ ,, „ (P + AP)fut(P + AP.). , 
16 „ „ „ Ax fü? AX. 

P 1 
22 „ „ Wt — ^— -t .ut=l. 

" px— y yx— y 

29 „ „ lie6 3« für 3x. 
39 11 „ ,, „ v^P für v.2p. 

r, 17 „ ,, ,, tng r' für tng r. 

41 5 »on unten „ dy für sin v. 

45 i 9, t9 tt /(sin z sin 2r — sin «*) jtatt 

/(sin z sin 2r — ^ sin z)*. 
50 1 „ ft tt cos a^füt cos a*. 

53 5 n 9t t, p' + q'x + i^y für p'+q'x + ry. 

61 5 „ 99 99 Ex für Et. 
72 2 »on tibtn f, tng X -f tng b für tng (x 4- b). 
120 19 „ 9t tt -^ »a für +ma- 

134 20 . . . (^)f"' ('?")• 

137 10 99 99 fel^lt bad ®Keb: +«a. 
,, 27 99 99 'i<J^ =o flatt + o. 

138 22 „ ,9 tt ®t flatt e«- 
148 22 9t tt tt B^C' ftatt ABC. 

99 25 99 99 99 G' A für G'A'. 

156 6 Don unten „ + 1' cos C) . u flatt + t' t;os C . u. 

Und) muß in Fig. 39 Tab. Vf. ber SBud&flabe P atflednbert 
»erben in R. 
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9Son t)en fp]^&rifci&en€oorWnatem®i)flemen unb 
Ut ©Wund an bie fi)l^dnf(l^^9erat)e £inie^ 

Vim (Flg. 1) bfe Sage etne^ ^punfte^ M auf ber Dktfldd^e einet 
Augel burd^ Sootbtnaten ju kfltmtnen, btenen jundd^fl {»ei Üua:: 
branten »on ^auptfteifen VX = 90 ^ unb VY == 90 ** ate S o o r b i n a^ 
tetts?lren, welche ftd^ im fünfte V,bem Sin fangdpunftebetSoot:* 
binoten, unter einem »ittfüriic^en ©infel XVY= v fc^neiben. S)iefer 
SBinfel ma^ bet Slxenwinfel genannt twetben; ba ^mtt X 
l^eifle bet gatbinalpunft bet etflen Site VX unb eten fo Y bet 
^atbtnalpunft bet jweiten Site VY^ 

£)et SSogen XY eine^ .^auptfireifeö, »obutd^ bie Reiben ßat^ 
binalpunfte vetbunben mxben, mag bie 6atbina(e be6 Soorbina« 
ten*@9(lemö genannt werben. 

Um nun ben ^unft M auf bit Uibzn Slren ju iejiel^en, mxf 
ben nac^ ii^m t)in von ben ßarbinalpunften X unb Y m^ bit 
©ogen XMQ unb YMP gejogen, wot^on bk S(ren in Q unb P 
gefcl)nitten werben, dt ift bann y == VQ bie ©leic^ung an bie 
fpr;Ärif(^:^gerabe XMQ, unb eben fo ifl x = VP bk ©leic^ung an 
bie burc^ bm ßarbinalpunft Y gel&enbe ßinie YMP; ber S)ux^ 
fd^nittöpunft biefer Reiben ßinien ijl M unb e6 l^eißen 

VP = X unb VQ = y 

bie Slten::6oorbinaten be^ «Punfted M, weiljte wirfKd^ Steile 
bet Slten jtnb. ©urc^ fte ift bk Cage t^on M offenkt immet it^ 
fKmmt, wenn fic^ bie ßinien XMQ unb YMP witHid^ fc^netben, 
ba6 ^ei|it, mm bet ^unft M nic^t in bet Sarbinale XY cnt^aU 
Un ift. ßiegt ein ^unft m in il^r, fo fann feine Sage offenbat 
nid^t mittelft btt Slien^KSoorbinaten befiimmt werben ; ein ®Ieicl&ed 
gilt, wenn m in bet aSerWngerung oon X Y Hegt ©ne ber ©leic^un^ 
gen X = 90^ imb y = 90° ift bie ©leic^ung an bk ßarbinale. 
• SBenn eine ©leic^ung q> (j, y) = o jwifc^en x unb y gegeben 

ift, unb ba^ SJer^öltniß ^^ ftc^ für x = 90^ ober auc^ für 
y = 90**auf baö@t(!njmr;dUntf[ j jufammenjieH fr tft m Mb 

nat^^« etfeeUett wirb, - = - .'^ ^^ , mi> ^terburd^ iffbontt gleld^ 

1 
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t»r)l;I bie Cage he^ ^unfte^ m in ber ßatbinafc XY kfKmmt 
S)ie ^^leid^ungen on bit beibett Slren VX unb VY jtnb ^ = o 
unb y=o, unb Uibe ©leic^ungen nxtmiQt gekn bie Sfren^Sootbis 
naten beö ^nnfteö V an. Sie ßatbinale XY i(l ubrigend aud^ 
nod^ baö SRafi beö Slrenwinfefe v, unb eben beßwegen mxb burc^ 

böd 6e?annte SSetl^dltniß A = -^ — — bie Sage beö fünfte« m 

ber Gatbinale »offig kflimmt. 

' 5{B jweiteö SJJittel bet ßagenkjlimmung bieten fld^ bie 21 h 
fciffen ber einen ober anbeten ?(re unb bie jngel;6rigen Slpplts 
cöten»etl^(5ltniffe bat. 3(1 ndmlid^ VP = x bit ?l6fciffe be$ 

sin PM 

,^unfte^ M auf ber erften 5Ite, fo i|l baö SSerl^dltniß : q)y = -, — ^m 

ba6 if}t juge^ßrigeTSIpplicaten^erl&dftniß. ®anj eben fo ift bk ßage 
bed ^unfteö M auc^ kflimmt burd^ bie Slbfcijfe VQ = y auf 
ber jweiten ?(re unb ba^ i^r jugel^crige ?lpplicateni>er^ttnif 

sin QM 

^^ "■ sin XM* 

S)ie ©tudfe PM =y' unb QM = x' f ann man bk ben ?(6fcifiett 
"VP mb VQ juge^origen SlppUcaten nennen ; aber il^r ©ebrauc^ ifl 
unbequem, »enn ber ^Irenwinfel v ein jt^'efer ifl» 

2)er SBinfel VYP = X ^eiße bk erfle unb ber 5IBinfeI 
VXQ = Y^l>ei^e bk jweite 2lm pli tu be beö ^unfteö M; auc^ 
pe bejeicl^tten bie ßage beö ^mttc^ M* 

S)ie aSinW XPY = p unb YQX = q Reißen bk ?rppli^ 
catenminfel; jte finb »on »erdnberlid^er ®rßße, wenn ber ^xttu 
winfel V ein fd>iefer ijl ; enblid^ I^eiße jber 2Binfel XMY ber ®e gen* 
w in fei beö ^IxenmnhU für ben ^unft M, 

2Benn ber ?lrenminM v=90^ift fo ijf offenbar: YP=XQ= 90*; 
ferner ift bamt aud^: p = q =90°; weiter i<l nun: X = x unb Y=y; 
mb mblid) ^at man mm auc^ nod^:9y = tng y' unb 9x=;tDgx', 

©ie ixorl^in genannten ®roßen jlef^en.im Suf^Jtnmenl^ange mit 
f inanber, unb iea^kt man, ba^ im 2)reiedfe VXY bk Mbm ^m 
fei VYX unb VXY, unter weld^en bie Slren »on ber Sarbinale 
gefd^nitten werben, redete finb, fo ftnbet man leidet bk föigenben 
Sormeln : 

cot p SS cot V « cos X unb cot q := cot y « cos y« 
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SBtttet ^at man: 

' sin T . _--^ sin V 

sin YP = ". f »in XQ « ^. — ' 

sin p sin q 

«nb 

cos YP fi= cos V . sin x; cos XQ s=s cos r . sin y. 

Die Reiben SlmpHtuben be« ^nfte^ M geten bie gotmeln: 

sin X » sin p « sin x, sin Y == sin q • sin j, 

^ cos p , cos q 

cos X = ^' cos Y == 2' 

cos V cos ▼ 

tng X = sin V . tng x ; tng Y t= sin ▼ . tng y. 

^ ^ sin XP sin PM sin VQ ,^ ^ ^ ■ ' tt c.^ 

^^ f^^^^ sI^xv^^sITym^^ sITy^ ^<*' ^' ^'* ^'.^ 'ff''^'' 

<py =a tng y . cos X, 

imb ekn fo 9* = tng x.cos j, 

worauf nvd) folgt: 91 . yy = sin x . sin y. ®(H man bxt^pplU 
cattn x' unb y' fetojl burc^ bie Sliensßooifbinaten auöbturfen, fo 
^at man: 

/cot X \ 

cot X Ä I j-cos V , sm y j : /'(i— cos ▼* . sin y *), 

(cot y \ 
^4-cos V . sin X ) : /'(i — cos v*. sin x*), 
cos X J ^ 

SBenn bet ?Kxenwinfel v « 90"* ijli fo j^at man bit ein- 
fad^eten gomeln: 

tng Y s= tng y . cos x unb tng x' = tng x , cos y, 

weld^e fpdter fel^r 0^ jut Slnwenbung fommen» Unter tiefer fpe? 
cietten ?(nnal^me v = go^'l^at man aud^ noc^: . 

sin x' = sin X « cos Y wub sin y' =a sin y * cos x', 

Sufa0. SBitb ftr V = 90** gefegt VP = x unb PM = z, 
fetnet VQ = t unb QM ä a, fo l^at man alfo, wenn eine 
®leic^unff jtoifd^en x unb » gegeben ift jn fubfHtuiten : 

tng X = 7f unb sin z » sin t. cos u, xßtm man i» 

^ cos l 

einet ©feid^ung jwifd^en t unb u uktgel^en xoxVi. 2>iefe 
Sluöbtftdte (ajfen (tcf^ aud^ umfotmen im 

tnff u' ^ • sin t* 

sinx*=g f. , unb tnff z*a= f 

tngu*+cost* . tngu^+cost* 

treidle ^otmeln n^egen bet Uekreinflimmung ij^ret 9tenner 
)u UmtAtn {tnb* 

So tot vorigen Soorbinaten eined fünfte« M in Flg. i 
fommenno(^feine6entraI$@oorbinaten«@5{annn(imlid^bie£age 



ron M aniS) teflimmt werben hird^ ble Entfernung VMäe unbben 
SBinW XV M=« ober ben SBinfel YVM=/J=v--«. 

Siefe Soorbinaten fangen auf eine fcemerfen^ttjertl^e SBeife »oti 
ben ?Ixen-6oorbinaten x unb y beö ^punfte^ M ab. 

SBirb ndmlic^ ber ßeftflral;! VM j^erMnflett, Wo bieSörbmale 
XY bavon in m gefc^nitten »irb, fo tft : Xm=« nnb Xm^ß, 

6^ gelten mm ater offenbar ixt teiben folgenben^roportiünen: 

sin Xm sin mM ^ sin YQ sin Ym^sin mM sin XP 

sin XY'^sin VM * sin VQ sin YX^sin VM ' SiTVP' 

cber> »eil VX = Vm = VY=90 ^ unb XY=v \% Ht einfacheren: 

t ng y ^ sin « ^^^^ tng x _ sin ß ^ 
tng z sin y tng z sin v 

J^eraud akr leitet man leicht ih folgenben gormein l^er: 

tng z==:/(tng x*+2 tng x . tng y , cos v + tney*)/ 

sin V . tng y . ^ sin v . tng x 

sm «= 2-i sin ß ^ 2— r 

tng z tng z 

tng x4-cos V . tne y ^ tnc y+coi t , tnc x 

tng z tng z 

sin T « tng y sin v • tne x 

tna «f= r 5-ji tng i5= 

° tng x+cos T . tng y " tng y+cos v , tngx 

OTan pe^t l^ierau^ überl^aupt, ia^ bie ®rßf en tng x, tng y, tng z 
flc^ conftruiren lafien ate ©eften eineö ebenen J)reiecf^, wenn 
man ju ©egenwinfeln biefer Seiten in einem folc^en ©reiecfe 
nimmt ber SRei^e nac^ ixt SBinfet ß, « unb 180*"— v, »eß^alb 
benn alle ia^ etene 2)reiecf betreffenben Formeln l^ier eine ^nmn^ 
bung ftnben. 

Sufa^. 3^^^^ man im SSiererfe VPMQ nod^ bie jttjeite S>ias 
gonale PQ/ tt)ot>on ixt erflte in R gefc^nitten »erben . mag> 
fo ftnbet man falb: 

tng VR= »^tng VM uub -:— ~i,== 775= ^* 

^ ° sm PR cos VP cosx 

©eßt man itn ^aUn^ itx\ ^ugel « %, fo oerwanbelt ftc^i 

tng VR . VR sin QR , QR . ^ ^ 

t^VM^^VM' Sl^-PR ^^ PR^ ^^* y »« ^ «"«^ ^«* 

cos X tu i ; ballet i(l nun : PR=QR unb VR=MR, unb 
eö ift alfo nun iai^ Sierecf VPMQ ein ^aralTelogramm. 

©in Slidf auf bie vorigen gormein fnl^rt jit ber Semerhmg, 
baß kim ©etraud^e ber SIremßoorbinaten biefelben faft burc^^ 
ge^enbd mittelfl ber trigonometrifc^en Tangenten feiten mittelfl ber 



— 5 — 

@inu^ unb Softnud tn S^ed^nung Ummtn mrben« ig)iettn al^er 
lyt^tpt fd^on ein naml^aftet SSotjug fcer Slyetisgootbinoten j>ot äffen 
übrigen Sootbinaten, »elc^e bet ©pl^drif ju QkUtt jlel^em 2)al^et 
tl^ut man andfy wo^l, im @efttauc^ bet ^ren-Soorbinoten nic^t 
fowol^I fut fje feftft 0I6 welmel^r fite i^re trigonomettifd&en Sans 
ijenten bte S^^^n ju tt)(ll^(en. §DIan £ann bem^nuifl einen ^untt 
M butd^ (a, b) bejeic^nen, wenn feine Slten^Sootbinaten (inb x unb 
y, unb a=tng j, b=tDg y gefe^ witb. ©ie Sftemßootbinaten finb 
bann um^efel^rt: arc (tng=a) «nb arc (tng=b), fBet SSeokd^s 
timg biefet SS^jeic^nung^art »erben bit aufjuflelfenben Formeln 
t>iel gebrdngter unb ubetfld^tlic&et, weil ba6 uberffuffige ©d^reiben 
fcet ^otfplben tng^ tng »ermieben wirb. 3n Slmrenbung biefer 
aSeieid^nungöart ffnb bk teerigen JJotmeln: 

' b sin V . ^ a » sin V 

«in a = f sm ß = r 

tng z tng z 

a+b cos V • . b+a cos v, 

cos« = — ^ f cos ß = — ^ 

tng z tng z 

b sin V a sin v 

° a+b cos V n-j-a cos v 

unb tng z = v^(a*-f2ab cos v+b")^ 

titt = v^(i4-a*+b*+2ab cos v). 

cos z 

Sie &xi^t beö ®egcnwinf elö XM Y = M beö ^Irenwinfefe fut 
ben ^mtt M I;dngt ebenfaffö von feinen Sfxemßoorbinaten ai, unb 
ed ijt im ©reiecfe XMY offentat: 

cos M =— cosMXY . cos MYX+sin MXY . sin MYX , cos XY, 

«ber in STnwenbung bet Reiben Slmplituben beö ^unfte^ M: 

cos M = — sin X« sin Y+cos X , cos Y ♦ cos v^ 
tbtt autfy cos M = cos X , cos Y (cos v — tng X , tng Y)» 
S)a aber tng X = sin v • a unb tng Y = sin V . b nad^ 
§• 3 ift, fo ^at man enblic^ : 

cos V — a »b «sin V* 

cos IM. =S i m ■ I I ■■■ • .—11 w ■ f 

^(i4-a*sin vO*Al+b* sin V*) 

unb ^ktaix^ jtnbet man miUt: 

sin V .1/^(1 +a^+b*+2ab cos v) 

sm ' M = ■ — • * 

Ai+a» sin V*) . /(1+b^ sin v*J 

©iefe gotmeln ftnb beßwegen für un^ m^tig, weil wir barau5 

fpdter ba6 S)ifferenjial ber gldc^e in affgemeinfter 2Beife l^erkiten. 

©off ber SBinfel M ein red^ter fepn, fol;at man für bie Sirene 

(^oorbinaten beö ^uitfteö M ober (a, b) bie S3ebh^ung^gletc|^ung : 

cos V 

a«b SS — : 9 

sin V* 
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ml^t, wie fpdter gejetgt mtb, bit ©(etd^ung an einen auf bte 
9(f9mptDten kjogenen fp^drifc^en ^egelfc^nttt, olö ben geometrifc^n 
Ort beö qJunfte^ M, ifr 

S 6* 
Um aM bm ^xtn^(icttbimtm jmiet ^mttt Vi unb M' il^rett 
fpj^rifc^n 3lbflanb MM' = d r>on einanber ju ftnben, fe^en arc 
(tng=a') nnb arc (tng=b')bie ?lren*6ootbinaten be^ ^unfteöM', 
nad) ttjel^m |>tn toit no(S) ben Sogen VM' = z' jiel^en, b^ mit 
bet ^re VX ben SBinM a einfc^Iiefien mag. (^6 i(t bann im 
(fpl^dtiftfeen) ©teiedfe MVM' , 

cos d = cos E . cos z'-J-Sin z . sin z' »cos (a — a)^ rbet 
cos d =s cos z . cos z' [i+tog z ♦ tng z' ♦ co« (a — «)]. 

. b sin V . , b' sin v a+b cost 

5luniflapetsina=-- , sina=- 7-, cosa=s — -, 

' tng z tng z tng z 

a'+V cos V 

cos « = — = ; — r unbalfo: 

tng zf 

. aa'+«h' CO* v+ba' cos v+bV 

cos (a — «) = ; ; ; . " 

tng z , tng z 

X)a^tt l^at man benn bie folgenbe aßgemeine gormel: 

i+aa'+bb'-f-ab' cos v-}-ba' cos v 
cos d ^^ '■■"■^^^^■■^"■■■"'""^^■■*^'^'^~^"^^""""*""*"""'*"*^"^~""**"**"*"'"*"'^'"**" * 
Ai+i^''+^"+^ a^ cos v) , /(i+a'^+b'^-f 2 a' b' cos vj 

?Iud i^r ftnbet man butd^ Umformnng nod^ bie Reiben folgenben: 

sin d = 
-y (a^— a)^+2(a'— a)(V— b) cosv+(b'-->b)*+(aV->baO\sin v* 

(i-ha*+b*+2 ab cos v) . (i+a'*-4-b'*+2a' b' cos v) ' 
tne d = 

^[(a^^a) '+2 (a'— a)(b'--b) cos v+(b'—b) "+(a V-^baQ \ sin v 'j 

^""""■""^""^"^"""""■^^""'"""""""""""■'■"""^■"^"^"^'•^^■^■••■•^"■^^■■"■""^'^■"^■"■"""^"■"""■^""^■^^"»"^■■""^^""""■■"^"^"""^ 

l-{-aa'-|-bb'+ab' cos v+ba' cos v 

©iefetten gormein finb, wenn a, b unb d aU conjlant, l^in* 
g^g^ a' unb b' ate oerdnberlicl^ angefef^en »erben, .bie affgemeinjlen 
©leid^ung^n an einen Äreiö auf ber ÄugeL 

@ie jiel^en (Ic^/ mnn ber ^xtnmnM v ein red^ter ift ju» 
fammen auf: 

^ i4-aa'4>bV 

cos d «- ^(i+a*+b*).t^(l+a'*+b'y 
.In d I / (a^- ^) H-(ay-^baO >+(b--^b) *^ 
^ ^ a+a*+bO (i+a'^+b'O 
d ^ %^C(a ~a)>+(aV^ba-)-+(b-^b);] 
6 l+aa'+bb' 

Sufaf* @oH ein Sogen d = 90*" fe^n, fo r>at man unter ben 
Äxensßoorbinaten feiner ©nbpunfte bie95ebingung6gleic{)una: 

l+aa'+bb'^ab' cos v-|-ba' cos v =» o. 



®e^t man l^ierin tng x fut a' mb tng y föt b', fo l^t 
man bit folgenbe ©leid^ung an einen J^auptfret6: 

£-j-(a-|-b cos v) . tng x+(b4-a cos v) . tng y = o, 

Die ^lyensgoorbinoten feinet SWittelpunfte^ ^nb arc (tng=: a) 

mtb arc (tng = b), 

SBegen bet grofieti UektetniKmmang bet ^otm btefer 
©leid^ung mit bet @(eicl^ung an bk Qttabt £inie in einer 
Gbene nennen »it einen J^auptftei^ ober aud^ einen SBogen 
beffel6en nid^t feiten l^ier eine fpl^drifd^sgerabe ßinie^ ober wol^l 
felbfl fd^led^tweg tine ©erobe^ »eil baran^ in ber ©pl^drtf 
feine S^^eibeutigfeit entfielet, ba ^m nie em atfolut-flerabe 
Sinie i^ortommett £ann. 

9Btr gelangen jn ber ©leid^nng an bk ®erabe anc^ noc^ auf 
«nbere Slrt, nnb tetrad^ten iunöd^fl ei|ie burd^ ben 5lnfang^punft 

^l^enbe fiinie VMm, @inb arc (tng = x) unb arc (tng=y)bte 
Slxensgoorbinaten eineö ^unfte^ M biefer ©etaben, unb ifl ber SBins 
fei MVP =: a, MVQ = ß, alfo a+ß = v, fo i(l nac^ §• 4: , 

-y » sin V Ä tng VM . sin a unb x , sin v = tng VM « sin ß. 

IDafy^t ifl bk ®leid^uufl an bie ©erabe VMm: 

sin a 
sin ß 

@ie M bk gorm: y = A . x, mm A = -4 — ^ gefefet wirb, nnb 

sin /J 

man finbet tfidfwdrt^: 

A sin V sin v 

Ing a SSI ■ f tnß /J = f 

14-Acosv ^ *^ A-|>cos V 

A sin V sin v 

"" * *= •'(1+2ACOSV+A0 ' "" '^ '^i^(l+2Acosv+A0* 

§♦ 8. 

SBenn a^er tn Fig. 2 bie Reiben Slren oon ber ©eraben AMB 
in A unb B gefc^nitten »erben, fo ^aUn toit ofenkr bk Uibm 
Proportionen: 

sin XA _ sin AM sin VQ sin YB _ sin BM sinVg ^ 
sin XV "" sin BM * sin IJQ sin YV "" sin AM •'sin AP' 

€e^n wir larin VA « A unb VB = B, unb bo* SSerJ^dltnill : 

sin AM m 
sin BM "" n' 

fo l^alften »ir bk itibtn folgenben ^luöbrüdfe: 

m sin (A — x) n sin (B — y) # 

n lio z * cos D m «in y « cos A 



— 8 — 

mld)t ttnr weitetl^m nod^ anbete l^u^ werben, fe^t aitt 
vttUnbcn iu bet ^letd^ung : 

sin (A— x) sin (B — y) 

cos A* sin z cos B*sin y * 

SDutc^ 6ntn)t(felund etJ^dlt f!e bte folgenbe Umetttn^mtt^ ^orm : 

tng A ""^ tng B ' 

In mlä^t (!e bte größte ^lej^nlu^feit mit btt UtannUn ©fei^ung 
an bte getabe £tnte in einer (SUm ^at 

gdllt man r>tm Slnfang^punfte V ba^ ßotl^ VL auf AB, nnb 
tfl ber SBintel AVL = ;., BVL ^ x, fo ^at man fcefannrtt^: 

tng A . cos y =5 tng r nnb tng B « cos X = tng r^ 

trenn ba^ &t>t^ VL = r gefeßt wirb* Salier gel^t bie oWaeöIeid^unfl 
an bie ®erabe AB über in: 

tng X . cos y + *"g y • c^* ^ *=» *"§ r. 

©erben enblic^ bk ßot^e Pg unb Qh auf VL gefättt, fo ift offen« 
Ibar no($: 

tPg Vg + tng Vh = tng VL. 

©teilt man bie allgemeine ©leid^ung an bk gerabe Cinie 
Vüx unter: 

ax + by 4- c = o, 

fo i(l: tng A = — ^ unb tng B = ZLl, unb ba —-7^ = ^^# 

a ° b tng B cos y 

fo ifl auc^: 

cos X h 
cos y a 

£)al^er ifl bie JRid^tung be^ £otl;ed VL unabl^dngig opn ber fhn^ 
flaute c ber ©leic^ung, 1 

^an jiel^t l;ierau^ nod^: ' 

b — a cos V ^ a — b cos v 

tng y t= . iinb tng X =; — t—. • 

a sm V ^ b sin v 

SBirb ber 5Binfel VAB tnit « unb ber SSinfel VBA mit ß U^ 
jei(^net, fo ifl: 

sin v.t^ (a* 4. c*) ^ ^ sin t.V^ fa* + c*) 

tng o =s =: ^^ ' "' ; tne ß =x ; i * 

b a cos V 'Ol- ^ — y^ ^Qg ^ 

£)ie 9?eigun9 ber (Seraben AB gegen bie beiben Slren ^dngt alfo 
in ber @pl;drif auc^ oon ber ßonjlante c ber ©leic^ung ai;niöft 
fo »erl^dlt e^ pd^ in ber Planimetrie* 

3ur 93eflimmung ber Sdnge r be^ £ot^ed VL i^at man bte 
Sormel: 
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% — c.sin v' 
"^ ^ **/ (a*— 2ab cos v + b*)' 

iXtA bte &Ux^txnQ an btefe6 fiotl^ ifl o^miati 

h — a cos V 

y = =- !— . X. 

•' a — b cos V 

S)ie Slxett^ßoütbteatett bed ©urd^fc^nittöptmftee L jtnb femet ie* 
fHmmt bnt^ bk %otmün: 

"— c (a—b cos v) ^ ^" ^ f^ — ^ *^^* ^) 

"~^a* — 2ab cos v 4" ^* a*— 2ab cos v + b* 

6tnb arc (tDg = p) unb arc (tng=q) bk ^xtn^Qootbxnatm für 
ba^ Zentrum etne6 ^auptfteifeö, fo ifl bie Ofetc^ung an benfelben : 

i + (P + <! c^* v),x + (q+p cos v),y = o; 

unb fott jle mit ber Oleid^ung ax + by + c = o an bie &t^ 
tobt AB jufammenfaffen^ fo ifl offenbat': 

a b 

p 4- q cos T = - unb q + P ^ö* V = "* » 

/ • c c 

Wütmi man tndtc&tt^ yit^t: 

a — b cos V ^ b — a cos v 

P =5 : r ttnb q = : r • 

c »sm V* ■* c • sm V* 

e^ tflalfoaud^: ?-=x -Zlf^LIj ^ie ©letd^ung an ba6 £ot^ 

p a— b cos V 

VL tft alfo «iid^: y « - , x; b. I^,, ba^ ßotl^ VL gel^t butd^ 
6a^ fpl^rifd^e Senttum bet ßinie AB, toit ol^nel^in Ibefannt ifl* 

S* 10. 

SBenn eine ®etabt'. butdfy jtoei aegekne ^mtte M ober 
(t, u) unb M' ober (t% u') gelten folT, fo flnbet man, wie in ber 
Planimetrie, ate Oleid^ung an bie ßinie MM' bie folgenbe: 
(u' — u) . X ^ (f — t) , y = u't — ut\ 

SBir mad^en l^ieroon eine Slnwenbung jur Ermittelung ber @)Ieicl^ung 
An eine Oerabe MM', welche auf jwei gegebenen anberen ®eraben 
jugfeid^ fenfred^t fielet Eö fe^en 

ax 4" by + c BS o unb a'x + b'y 4- c' = o 

bie ®Ieid^ungen an biefe Mbm ®eraben; femer fep M ba^ ßen^ 
trum ber erflen unb M' ba^ (Sentrnm ber jweiten ; benn bie üinit 
MM' fielet offenbar auf bm beiben gegebenen fiinien jugleic^ fenfe 
tt^t @^ ifl aber 

M. a — b cos V ^ , a'— b' cos v 

c sin T* c' sin v* 

unb 
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h — a cos V - b' — a' cos v 

c sin V* c' sin v* 

SB^rben btefe 2BertC)e benu^t, fo erfidit tnan jut (Sletd^mig an blt 
2im MM' bie folgenbe: 

Ax + By + C =x o, 
unb ed ifhv A » (ca' — ac'J cos V 4- bc'— cV, 
B == (bc'— cb') cos V + (ca'— ac'), 
C = ab'— ba'. 

€inb arc (tng = p) unb arc (tng ä q) bk SlxensSoDtbinatett 
f«t ba^ (Sentrum b^t ßinie MM', fo ifl: 

A — B cos V B — A cos v 

C sm V* G sin v* 

c^^ bc' — cb' ^ ca' — ac' 

atußerbettt i(t: ap + bq + c = o unb a'p ^^ b'q + c' « o; 
b* ^., biefeö fp^tifd^e Zentrum ber ßmie MM' ijl jugletc^ ber 
2)utd^fc^nitt^punft ber beiben gegebenen ßinien. 

%. 11, 

©^ ijl aud^ leidet, ben SBinf el V ju kjlimmen, unter wefcl^em 
fic^ bie betben gegebenen ßinien fc^neiben, beren ©leijd^ungen, mt 
»orl^in, fe^n mögen: 

ax + by + c = o unb a'x + l>^y + C = o . 

Diefet SBinfel V ijl ndmlic^ entweber bem Sogen MM' in §. ID 
gleich, ober er ergdnjt i^n ju 180 *l ßeg^n wir ^ie le^te ?lnnö^me 
jum ®runbe, fo i(l nad^ §♦ 6: 

cos y = — cos MM' = 

1 4" tt' -|- uu + ta' cos T + «f cos V 

"^ /'(i + t*H-u*+2tucosv).v^(i+t'2 + u'* + 2lVcosv)' 

unb werben hierin bie SBertl^e i>on t, u, i', u' an^ §, lo fubftis 
tuirt, fo erhalt man nacf) einigen JRebucti^^nen : 

j I +4 1^ * I «* a*+b*+c*slnv* — 2abcosir 
1 + t* + u* + 2ta cos V = ? — — ; , 

c* sm V* 

1 + t- +U- + 21V cos ,^l±Il+c'"sin.--2a'b'cosr 



c'* sin^ V* 



i + tl' +■ uu' + ^^' cos V + ui'cos v = 
^ aa' 4" bb' 4- cc' sin V * — db' cos r — ba' cos v 



cc' sin V* 



2)al;er l^at man bie folgenbe affgemeine gormel: 

^r — »^i' — bb' — cC sin V* 4- ab' cos v + ba' cos v 

cos V T^ I ■ 

/ (a* + b*4-c-sin V*— 2ab cos v)./'(a'*4-b'» 4.' 

c'* sin vf— 2a' b' cos v) 
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Sluf d^ttUc^ ^rt, obet aud^ burd^ Umfotittutig bet vorigen gomtel 
ftnbet man nod^: 

' (ac' — ca') * 4- (ab' — ba') « + (bc' — cb') * — 

. ,- . 1/ 2 fac' — caO (bc' -^ cb') cos v 

sin V sa sm T • L^ ^ ^ ^ ^ ■» 

^ (a»+b*+c^sin V*— 2abcos v)(a'*+b'*-f- 

c'* sin V* — 2a'b' cos v) 

• ^ |/r(ac' — caO*+(ab'— ba')*4.(bc'— cbO'—l 
sm^-K I 2 (ac' — ca') (bc' — cb') cos v 

tnc V SS *" ^ 

^ — aa' — bb' — cc' sin v* + ab' cos v -f- ba' cos T 

fBUt einfädlet werben biefe Sfnöbrüdfe, »enn ber Slrenwinfel v ein 
rechter ifl ; fte jief>en fic^ nun ndmlid) jufammen auf : 

-^ aa' — bb' — cc' 

cos V-^(a*+b^+c*).V^(a"+b'*+c'*)' 
. /(ac' -n ca')* + (ab' — ba')* + (bc' — cb')* 

^ (a* + b* + c*) (a'^ + b'» + c'*J 

/[(ac' - ca')* + (ab' - ba')* + (bc' - cb')*] 

^8 _ aa' — bb' — cc' 

Sufö^. ©offen jwei (Serabe auf einanber fenfred^t (teilen, fo f)at 
man jwifc^en im Sonjlanten il^rer Öileid^ungen bie fdt^ 
bingung^gleid^ung : 

aa'+bb'+cc' sin v* s=s (ab'-^ba') cos t, 

ober, wenn ber 5(renwinfel m red^ter tft bie einfadf^ere^ 

aa'+bb'+cc' = o . 
§* 12. 

Um ie^t in größter ^Iffgemeinl^eit bk STufgate aufjulofen, burc^ 
üntn gegebenen ^unft P ober (m; n) eine ®erabe ju jiel^en, weld^e 
«uf einer gegeknen anberen ©eraben, beren QJIeid^ung 

ax-J-by-f c = o 

fepn mag, fenf red^t (lef^t, fe^ a'x+b'y+c' =0 bk gefud;te ®Ieid)ung 
an ba6 ^erpenbifel. gu i^rer aSeflimmung l^aten wir bie teiben 
®Ieic^ungen : 

a' m+b' n+c' = o , 
aa'-J-bb'+cc' sin ▼* — ab' cos v — ba' cos v = o; 

woraus man ^k^t: . > 

a' nc sin v* — b + a <^os v 

c' m (b — a cos v) — n(a — b cos v) 
b' a — b cos V — mc . sin v* 

c' m (b — a cos v) — n (a — b cos v) 

<S^ ijl: bemnat!^ bie gefuc^^te ©(eic^ung an ba6 burd^ bin ^mtt 
P gej^enbe ^erpenbifel: 

(nc sio V*— b-J-a cos v) ,x — (mc sin y*— a -|-b cos v) . y -|- 

m (b — a cos v)— n(a — b cos v) m o. 



— 12 — 

@ie Wßt Pc^ att(^ mttt We folgenb^ gotm tringen : 

b — a cos V — nc »in v* 

y — n = — ; -.•(x— -m)* 

a — b cos V — mc sin v* 

gut T = 90** l^at man bie einfad^eren OUdd^xm^m: 

(nc— b) , X — (mc— a) . y +mb-— na = o 

, nc — b 

mb y— n = , (x^na) • 

mc — a 

Um nun auii) nvd) ben Durd^fd^nittöpimft F ober (mV n'3 
bc6 ^erpenbifeW unb feine ßdnge PP' = r jn fceftimmen, fe^en »tr 
jur ^Ibfürjung: 

A s=c — am — bn — c, 

p =s b— a cos V — nc sin v* 

q = a—'h cos v — rac sin v*. 

(S6 ijl bann m' = m-| ji— unb n' = n-4 -5-^ 

aq+bp aq+bp 

unb alfo nad^ §. 6: 

i/r(m~m)»+ 2(m'— m) (n' — n)cosv+(n'— n)*+] 

^ l (mn'— nm')* sin v»J 
tng rsss • ' — ^ 

^ i+mm'^nn'-^-mn' cos v+nm' cos v 

A . •/'(p*+2 pq cos v4-q**+(pni — qn)*sin v*) 



Dbet aud^ tng r = 



(i+m*-|-n*4-2mn cos v) taq+bp)+A (mq+ 

np+pm cos v-J-qncos v) 

^itt biefet Sluöbrudf geflattet nod^ »tele Slebuctionen, »enn 
tatin für p unb q bie SBert^e fubflituirt »erben, unb nac^bem fie 
cUt t^oCfü^rt ftnb, ^at man jum Sdf^Ier: 

A sin ▼ • v^[(i+m*+n*4-2mn cos v) (a*— 2 ab cos v4-I>* + 

c*sin V*) — A* sin ▼'], 

unb ber 9?enner rebucirt ftd^ auf: 

{i+m*-|-n'*4.2mncosv)(a*— 2abcosv4-t*+c*siövO — A*sinT^, 

ba^er l^at man benn: 

A ♦ sin V 

tngr= , 

V [(l+J^*+'*^+2ßin cos v) (a*— 2 ab cos v -J- b* + 

c*sin V*) — A* sin v*] 

ober enblid^: 

^Inr-rr ' q: (am+bn+c) > sin v 

•'(l+m*4-n*+2mncosv)V(a*— 2abco8v+b^-fc^sinv*)* 

923erben enblid^ in bm Slu^brucfen für m' unb n' eknfaUö 
bie aCBert^e t>on p unb q futflituirt, fo er^dlt man : 

, (am -J- bn -f- c) (a — b cos v— mc sin "?•) 

a*— 2 ab cos v+b* — (ma+nb) .sin lr* 
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(am+^n+c) (b — a cos v— nc sin v*') 

n r= n — "—^y — ■ '^ » 

a*-i^2 abcos v-}.b* — (ma-f-nb) . c, sin v* 

Sflt btt Slxenwittf el v ein rechtet, fo f^at man bie fpecieffen 
^ortnelin: 

±(am+bn+c) 
sm X* = 1» 

V^(l+m^+nO -VCa^+b^+c») 

(am+bn + c)(a— nie) , (am+bn+c) (b— dc) 

in =am , ■ ' — ^ uttD n =n — — __:, 

a*+b*-— (ma-J-nb) . c a*+b*— (ma-f.nb),c 

§♦ 14. 

©off bk bnt^ btn ^mxtt P gel^enbe ©erabe anf bet gegeben 
nen ttid^t fenfted^t ftel^en, fonbern ftc in einem fünfte V unter 
einem wiVifürlit^cn SiSinfel 9 treffen, fo f)at man, trenn bie fiönge 
i?on PV burd^ g bejeic^net trirb^ offenbar sin 9. sin 9= sin r^ 
imb affo rftdfttjdrtö: 

sin r 

sm D =s . 

sm (p 

Siefe^ fann benußt werben, um mit ßeid^tigfeit eine önbere 
?rnfgak aufjulofen. (?ö fe^en jit^ei gerabe ßinien gegeben, man foff 
bie ©leic^nng an eine btitU ®erabe ftnben^ weld^e ben SEBinfel ber 
Uibcn erften l^alHrt 

©inb namlic^ ax+by4-c=o unb a'x-fb'y+c'=o biebeibeu 
gegebenen (Sleid^ungen, unb iflt V il^r S)urc^fc^nitt^punft, fo gel^t 
bk gefud&te Oerabe offenbar aud^ burd^ il^n, unb ijl P ein jnjeiter 
«Punft berfelben, fo r;at man, wenn bie ^dlfte be6 ju IS^albirenbe» 
5©infete mit 9 bejeic^net wirb, offenbar: 

• T>v 4- i^^LJ ax+by+c 
sia PY = ± -T • •— ; -^ — ^^ ! f 

sm (p v^Ci +x*-J-y *+2 xy cos v) /'(a *— 2 ab cos v 

+b*+c* stn v«) 

sin PV = ± ^^. a-x+b-y+c- 

sm9/(l+x*+y*+2xycosv)./'(a'^— 2a'b'cosv 

H-b'Hc'=^ sin V») 

?®erben biefe ^Tu^briidFe, worin ber ^mtt P mit (x, y) be« 
jeid^net worben ifl, ibentiftcirt, fo erl^dltt man: 

ax+by+c _ ^ a>+yy+c" 

V^Ca^— 2 ab cos v+b^+c* sin v^) "" """ ^"(a'^— 2 a'b' cos v-f 

b'^+c'^siny^) 

Sie Sweibentigfeit rfil^rt offenbar bal^er, ba^ bie ßinie PV 
eben fowol;l btn mtn aU htn anberen oon bm Mben SBinfeln 
l^albiren fann, unter weld^en jld^ bk Mbcn gegebenen Sinien 
fd^neibem 

(fine »on biefer ©feid^ung wenig oerft^iebene anbere erl^dft 
man, mnn bk gefuc^te ®crabe btn SBinfel, unter welchem fic^ bk 
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gesehenen Stnten fc^neiben, nid^t ^alHrtn, fmhttn fo t^tikn foff, 
baß bte @tnu^ ber S(;etle ein gege6eoe6 SServ^tntfl ^a6en. SDIaii 
ex^&lt bann ndmlid^ bte Q^leic^ung: 

m (ax+by+c) _ n (a'x+b' y+c') 



^(a»— 2ab cos v+b^+c* sinv*) ^ •'(a'* + 2 a'b' oos ¥+' 

b'» + c'» sin T*) 

VW 

wenn ha^ 95erl^<Mtnif ber @m\i ber Sl^eile be^ SBinfefö butc^ — 
tejeic^net mtb. 

Sufa^. @inb, j. ©• m Fig. 3, bie ßinien VA unb VB bte 
gegebenen, ipelc^e fic^ unter ben SSinfeln AVB unb A'VB 
((^neibcn, unb tl^eilt bie ßtnie VC ben erjlen SÖinfet »nb 
YD feine 9?eknirinfel fo, baß 

sin AVC _ sin ATD _ sin AVD_ m 
sin BVG"" sin BVD"~ sin BVD~ 1^ 

fo finb VC unb VD bk beiben gefud^ten ßinien, unb bie 
oier ßinien VA, VB, VC, VD f)aUn e<ne fold^e ßage, ba^ 
jebe fünfte pon if;nen l^armonifc^ getl&eilt mvb. 3ff ACBD 
eine fünfte ßinie, unb »irb oon V an^ ba6 &oti Vy auf 
fte gefallt, fo i(l offenbar: 

sin AC . sin Vv sin VA ♦ sin VC . sin AVC 
sin BC.sin Vv'^sin VB . sin VC. sin BVC' 
, . ^ sin AC m sin VA ^ ^ ^ * . 

cber emfad^er ^.^ ^^ - — • »T^Tb ^ * *^" ^^ ^^^ 
man aitt: 

sin AD m sin VA . 
sin BD "^ "n * sin VB' 
unb e6 ift atfo sin AC . sin BD s sin BC . sin AD, 190$ 

burc^ bie lE^atmonifc^e Sl^eilung ber &init ACBD au^ge? 
fcrücf t njirb. 

S* 15. 

Um im ®ebraud^ ber oorigen gormein burc^ >in einfa(^e5 
©eifpiel ju ertdutern, nel;men toir im Dreiedfe ABC [Ffg» 4] bit 
©runblinie AB jur erjlen ?(re, unb ba^ auf fie gefdCte ^erpenbifel 
Cc jur jmeiten ^re, alfo c jum ^nfang^punfte* @e^en toir toeiter 
cA = a, cB ^ ß unb cC = y, fo finb 

cot ß . x+ct>t y . y = i , 
— cot a » x-f-cot y . y = i 

bie Oleid^ungen an bie ßinien BC unb ^AC ; bte ©leid^ungen an 
bit ^erpenbitel Aa, Bb (inb böiger tiail^ einer geringen Umfor» 
mung: 
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. (cot iJ. cota—l) 

— cot a,iA —7 • y— 1 = 0, 

• cot y 

Cl — cot ß cot«) 

— cot./J,x+-^ -!^ '" ,y4.1«o; 

cot y 

iie Slbbition biefet ©letd^itngen gibt : x = o ; b» 1^., eö fd^neiben fl(^ 
We ^erpenbifel Aa unb Bb auf bet jttjeiten SIre obet auf bem 
britten ^erpenbifel Cc» . 

3« bemfelben Siefuf täte gelangt ntan aud^ auf f ofgenbe ?lrt : ?OTati 
fceweifet leidet in ?lntt)enbung ber einfädle« ha^ red^ttt)inMige Sreiecf 
tetreffenben ^otnxdn bie SRic^tigfeit bet Reiben ©leid^ungen: 

cos Ac cos Ba cos Cb 
cos Bc cos Ca cos Ab ' 

tng Ac tng Ba tng Cb_ 
tng Bc tng Ca tng Ab 

butd^ 9WuItipficatton berfcfben erl)&H man bit folgenbe britte: 

sin Ac sin Ba sin Cb 
sin Bc sin Ca sin Ab 

unb eine JJofge I;ieri)on enblic^ ift ba^ bk brei ^Perpenbifel Aa, 
Bb, Cc, mld)c t>m ben ©rfen*eine^ 2)reierf^ auf feine ©egenfeiteti 
flefdfft mtben, jtd^ in einem fünfte M fc^neiben. 

SBenn bk teiben STren r>cn timt ®eraben AB in ben (§nU 
fernungen VA = A unb VB = B j?om 5lnfang6punfte gefc^nitten 
»erben unb ein ^unft M bk ßinie AB fo tl;ei{t, ba^ 

sin AM m 
sin BM~" n 

ift fo l^at man, mnn bk 5lren-Soorbinaten beö ^unfteö M bejeid^net 
»erben mit t unb u, nac^ §♦ 8 bk kiben folgenben ^lu^brüdfe : 

m sin (A — t) ^ m sin fB — u) 

— unb — = 



n cos b « sin t n cos A ; sin y 

5!Berben biefe entwidfelt, unb mvb tngt=5x, «nb tngus=y 
gefegt, fo l^at man: 

n . sin A m sin B 

X — unb y = ^ . 7 • 

m cos B+n cos A "^ m cos B+n cos A 

J^imn^ ik1)t man nun: y = ?Li!!L^ . x; b. ^ x»mn bk 

n sm A ' 

fiinie AB anbete unb anbete ßagen er Mit, aber fo, ba% '!^ 

^ $in A 

ein cottflante^ 23erl^dftni^ ift fo iflt ber geometrrfd^e Ort beö ^unfc 
tu M eine burd^ ben 5Knfang6punft V ge^enbe Oerabe VM. 
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^ ® irb — m für m gefegt, fo Ift (t, y) ein ?Pimft M', wi^ * 
bit ^ink AMB in il^rer 93er(4ngeruns ^atmonifc^ tfyült, unb btt 
Ott bc^ ^mtM M' ifl bann eine jweite &etobt VM'. 

3n bem tefonbern gatte, baß m = n Ijl, »irb bie £inie*AB 
vom fünfte M "fyatbittf unb man l^at b^m: 

sin A . sin B 

* X = — =-; unb y= tJ-j- T' 

cos B^cos A ' cos B-f-cos A 

wotau6 folflt: x + y = tng (-y-) unb x— y^tog^-^j; 
ballet l^at man tucfwdrt6: 

Sfl alfo ein ^unft M gegeben, weld^et eine jttjifd^en bte.%eti 
jn ftelTenbe ®erabe AB l^albiren foK, fo i(l bie ßage biefer ®etabeti 
btttcb bie vorigen gotmeln BefKmmt, weld^e, tt)ie man ßel^t, oott 
ber @roße be6 ?(xenminfelö v unatl^dngig finb, aber gteid^wiol^l 
nid^t ben ®rab ooti Sinfad^l^eit l^akn, toie bie analogen in ber 
^Planimetrie» 

S. 17. 

SBenn brei gerabe ßinien AB, A'B; A"B" j^ifd^en bie kibeti 
6oorbinaten*2lren gejlettt ftnb unb oon ben ^mtttn M, M\ M" fo 
getl&eilt werben, ba^ 

sin AM sin A^M^sin A^^M^^ m 
sin BM"" sin B'M'""sin B^M""" n 

ifl, fo läßt Pd^ eine Sebingungögleid^ung ftnben für ben %a% ba^ 
bk brei fünfte M, m; M" in bemfelkn i£)auptfreife liegen foUem 
©e^en wir nömlid^: 

VA=a, VA'=:a; VA" = a'; VB = b, VB'=b; VB''=L'', unb tjl 

bie ®leid^ung an bie ßinie M M M\ fo l^at man, wenn jur ^U 

fürjung gefegt mirb : A = m cos b+n cos a, A'=in cos b'-f-n cos a' 

unb A^asm cos b"+n cos a", bk brei ©leid^ungen: 

P ♦ n sin a + Q ♦ na sin b = R ♦ A, 
P . n sin a' + Q * m sin b' =R , A', 
P.n sin a"+Q.m sin b"=R.A"; 

bie Elimination oon P; 0/ R mi ifymn fül^rt ju ber folgenben: ' 

A sin a''— A" sin a A sin a' — A' sin a 

sin b sin a" — sin b" sin a sin b sin a' — sin b' sin a* 

burd^ weitere ©ntwidfelung unb SRebüction erl^dlt man bie formet: 

m sin b ♦ sin(a" — a') — sin b' sin (a" — -'a) -f^sin b" sin (a' — a) 
n sin a ♦ sin (b" — b') — sin a' sin (b'' — b) + siö a" sin (b' — b) 
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jum ^mbtnä bet 95efcinflunft werd^e We btei ßfnien AB, A'B', A^'B" 
burd^ il^te ßage etfullen tnuflen, wenn bie Sl^eilpunfte M, m; M" 
berfelkn in einer fp^ivifUf^ittabtn ßinie liegen foBen* 

SBon t)er CoorWnatemSSetmanWunö beim ®e^ 
hxau^c ter 5fyem(£oorl)inaten. 

S)ie ßcorbinatemSSetwanbUmg bietet in bet önalj^tif^en ©pl^<Srif 
ungreic^ gtßßete ©d^wietigfeiten bar, aU in bet ^Planimetrie, foMb 
bie Sage be6 Slnfang^pnnfteö »erdnbert »erben foU. SJal^er tl^eilen 
»tr bie »orgelegte affgemeine Slufgabe, inbem wir fie juerjl für btn 
%aU auftßfen, ba^ ber Slnfangöpunft «nt^erdnbert bteifet, bögegen 
Me kiben Slren in anbete {Richtungen t^erlegt »erbem 

(gd fe^en VX = 90* unb VY = 90** bie urfprüngKc^en STren, 
itnb ber Slrenwinfel XVY = XY=.v [Fig. 5.]; bie neuen 2(ren 
feijen VX'=90* nnb VY'=90°; ber neue Slrennjinfel alfo feö 
X'VT = X Y'=: V', gerner fe? ber 5lBinfel XVX'=a imb YVY'=/sv 
alfo: 

bie urfprünglid^en Stren^goorbinaten beö ^nnfte^ M fe^en VP unb 
VQ ; bie neuen ?(xen=Soorbinaten ftnb bann VP' unb VQ', Q^ 
fe9 bal^er: 

tng VP = X, tng VQ = y, tng VF =x' unb lug VQ'^ y\ 

(5^ werbe oud^ nod^ VM gejogen unb e6 fep : tng VM « z. 

SBirb weiter ber Söinf el MVP = m unb MVQ = n gefegt, fo 
Ift nad^ §♦ 4:, 

X sin ^v y+x cos y 

sin n = ■ , cosn = ^i , 

r z Z 

y sin V x+y cos v 

sin m SS t cos m= - — 1 r 

z z 

Sin (n+p) = / COS (n+Z?) = ■=^— ^^ — — / 

'S z 

/ y' sin v' x'-f-y' cos v' 
sin (m— «) =5 i- r cos (m— u) = —Li » 

-, * z 

ig)ietna(^ ^at mön nun: ^-= '''" " ^°^ f -*- ^"^ ° ^''' ^ 

y' sin m cos a — cos m sin a 

UnV — == ; , -. ♦ 

z sin V 

SBerben l^ierin für sin m, sin n, cos m, cos n bie SBertl^e futjli* 
tuitt, fo gibt eine einfädle JRebuction bie ^u^btüäe: 
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X . st« (v+/J)4.y_sin/ 

X =3 ■ r— — — / 

Sin V 

, T . 8in (v — «)— X ♦ sin 

J =s : ; 

•^ sm V 

woCitrcf^ bte neuen Strensßoorbinatenmittelff bet urfptungltc^en au^ 
gebrücf t ftnb» Umgef e|>tt l;at man : 

X . sin '(n+i^— /^ sin (n+/5) cos /? — cos (n+/5) sin /J 

z "^ sin V sin v 

y sin (m— «-{-«) sin (m — «) cos a-j-cos (m — «) sin «e 

z *~ sin V sin v * 

»nb »erben hierin für sin (n+/j), cos (n+^J), sin (mr-«)^ cos 
(m— «) bie SBettl^e fubfKhiirt, fr l^öt man bte umgefel^tten ?fu6brü(f e : 

x'' sin (v' — ß) — y'' sin ß 
sin V 

Y sio (v' + «) + *' »»i* « 

y SS 1 :: : — ^ : r 

sm V 

weld^e fammt ben vorigen bte größte Slel^nöd^feit l&alBen [mit ben 
cortefponbirenben planimetrifd^en» 

S* 19. 
Wid^t fo tjer^Ät eö ftd^, mnn Ui ber »crjunei^menben (Soors 
binafen=35erwanbUing audj) bie £age beö Slnfdngöpunfteö »erdnbert 
werben fott» @inb in Fig. 6 VX unb VY bk urfprfinglid&eit 
Slren, worauf ber ^unft M ober (x, y) kjogen ifl, unb (tnb V'X' 
unb V'^Y'^ bie neuen ^xzn, auf wel^e berfelbe ^unftMoberCx'^yO 
Bejogen »erben folf, fo i^ertinbe man bte beiben Slnfang^punfte 
bur(^ eiue ßinie W =r e, beren unbefKmmte 23erMngerung V'Z 
fe^n mag» SEBir beflimmen bie 9tid)tungen ber teiben Sfrenpaare 
burc^ bie oier SBinM ZVX=m, ZV Y=^n, ZV'X'=m' «nb ZYy=i=n'; 
ber urfprünglic^e ^Irenwinfel iflt bann v^m + n unb ber neue ijf 

v'=ro'-f- n', 

Die 2age beö neuen 5lnfang6punftei$ V gegen bie Beiben ur« 
fpritnglic^en ^xen ifl. ofenbar bejlimmt burc^ .bte brei @rßpeti 

m^ n, e« 

Um mm of^ne lange aritl^metifcl^e @ntwicfelungen ju ben^or^s 
mein ju gefangen^ woburc^ bie ®roßen x unb y burc^ x' unb y* 
auögebröcf t werben f önnen, ne(;men wir ein red^twinfeligeö Soorbi? 
naten'®i)(lem jur 23etmitte(ung» @^ fe^en VP mib VQ bk rechts 
winWigeti 9lren=^oorbinaten be^ ^unft?^ M für btn 2(nfang6punft V, 
unb eben fo feoen VP = t unb V R = u' bie red^twinf eligen 5Iren* 
ßoorbinaten beffelben ^unfte6 M für ben Slnfang^punft V. Salier 
ift: VP = e + t, unbnad^ 5*5 ifl: tng PM=tng VQ.cos VP= 
tng V'R.cos V'P, 
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_-^ tng u , cos t 
obet: tng VQ ^ - ^^^ ^^^^^ ; 

fturd^ eine getittge Umformung erhalten »it alfo : 

^^_ sin e + cos e ♦ tng t tng u 

tngVP« —. — ^«n& tngVQ« -. ' — •• 

° cos e— sm 6 , tüg t ^ cos e — sin e.tng t 

<5ö i^ nun ai&er nad) §♦ iß • 

x.sin (m4-n) = tng VP. sin n — tng VQ cos n unb 
y»sin (m-|-n)=tng VP* sin m+ tng VQ cos m» 

©erben l^ierin bie SEBertl^e fubjlituirt, fo erl^dlt man: 

sin n sin e-|^sin n cos e tng t — cos n tng a 

X » sm (m+n) as : , ■' -^ 

^ ^ ^ cos 6 ' — sin e ♦ tng t 

. , * . sin m, sin e-f-sin m cos e tng t4-cos m tng a 
y,sin(m4.n)=: : f . ■ ■ " 

•^ V I X ^Qg g_^ gjjj g ^jjg |. 

(S6 tjl aber weiter nacl^§» 18: 

tng t=x'cos m'-f-y' cos n' unb tng u:i=3y' sin n' — x' sin m'^ 

«nb werben aud^ noclj^ biefe SBertl&e Benu^, fo etf)alt man bie beiben 
fblgenben aBgemeiniten gormetn für bie SoorbinatemSerwanblung : 

sin e sin n-}"[sinn cos m' cos e-}- cos n sinm'J.x' 

-Ufsin n cos n' cos e — cos n sin mI » y# 

x.sin Vtt- r-^ j — j : , t ' 

cos e — sm e cos m\ x' — sm e cos n . y' 

sin e sin 01 + [sin m cos n' cos e^cos m sin n'],y' 

+ fsln m cos m' cos e — cosmsin m^l^x' 

y«sin ygs ■ — = — ♦ 

•^ » cos e — sin e cos n'.y' — sin e . cos m'.x' 

©ß l^atte offenbar l;ingereic^t, bk eine biefer Reiben gormein 
olfo l^erjuleiten ; benn a«^ ber einen flnbet man bk anbere, wenn 
man gleic^jeitig x mit y, x' mit y', m' mit n' «nb m mit n 
»ertaufi^t 

2Birb ber neue SInfangöpunft V' mit (», b) bejeid^net, fo ift: 

tnff e ♦ sin n ^ _ tng e„ sin m 

a= — 2—- unbb=Ä — ^—. 9 

sm V sm V 

unb »erben biefe Sluöbrörfe benu^t, fo ftnbet man aud^ noc^: 

[sin n cos m'+cos n sin m' cos e] x' -[- [sin n cos n'— 

cos n sin n' cos cl ^ y' 
X SS a I . . . ■■■ '^ ■ f 

cos e sin v [cos e — sin e cos m',x' — sine cos n^y*] 

£sin mcos n'+ cos m sin n' cos e],y'-f-[sinm cos m'— 

cos m sin m' cos ej.x' 

•^ "" '' cose sin V [cos e — sine cosn'.y' — sine cosm'^x'] 

©eftt man in bm erl^altenen gormein — e fftr e ; x' für x 
unb y' für y, fo erl^ött man umgef e^rt x' unb y' au^gebrüdft burd^ 
x un5 y* 66 »erjlel^t ftd^ ron felbft ba^ baM auify m' mit m unb 
n' mit n mtaufc^t werben muf[. 



>OT*i 
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ixUt^au\>t 

SBenn eine (Sleid^ung jwiWeti beti ?Irett«6ootbtttatett be6 ?J)uttf ^ 
f e6 M itgenb einer 6urt?e gegeten ift welche mt hntiS) y; (t, u) = o 
önbeuten, fo Wfit ftc^ biefe ©leic^ung immet umformen in eine 
©lei^ung y (x, jr)=o, inbem man fe^t x=tng t unb y=tngu, 
nnb wir ^aben, wenigitend bei ben bie fpl^drifd^^^geraben ßinien i>c^ 
treffenben Sejiel^ungen, gefeiten, baf nad^ einer feieren ©ubflitution 
bie i^ormcln, tvoburc^ iene 93eiiel^ungen on^gebrucft t^erben, nic^t 
nur in ber einfac^jten gorm erfc^einen, fonbern mtf) anflerbem noc^ 
bie größte Ue^ereinjKmmnng mit ben correfponbirenben gormeln 
ber ^Planimetrie erhalten» 

@e(angt man burc^ biefe Subflitutionen ju einer fo genannten 
olgetraifc^en ©leid^ung <p (x, y)=o j^ifd^en x unb j, fo fonnen 
toir bw iuge^5rige Surpe feI6fl eine algebraifd^e nennen, unb 
ik ® tei^ung »irb unter bie folgenbe aUgemeinfle ^orm fallen : 

ay" + bxy"- '+ ex' • y"""^, . . +gx\ • ♦ • +py + qx +r=o, 

in welcher ber ®rab n ber l^oc^flen ^otenj oon y ütereinflimmt 
mit bem ®rabe ber ^od^ften ^otenj oon x. 

SBenn biefi? ®lei(^ung \nid)t ein ^robuft oon Gleichungen 
niebrigerer ®rabe barfleHt, fo nennen wit bk 6uroe eine £inie 
bet nten Orbnung, »eil fte ron einem Jg)auptf reife ^od^flenö 
in 2n spunften, ober wenn wir »on ben ©egenpunften abfeilen, m 
n fünften gefc^nitten werben fann, wie auf ber ©teile erJ^eHet^ 
wenn man iene ®leic^ung mit ber ®leid)ung 

ön einen Jg)auptfrei^ jufammenl&dlt. SSSlan wirb auc^ nur bie ge« 
nannten n «punf te aU Surc^fc^nitt^punf te anfelf^en ; benn i^re eben 
fo oielen ®egenpunfte gehören nic^t ber oorge(egten Surre, fonbern 
tl^rer fijmmetrifd^en ®egencur»e an, unb f onnen barum außer Setrad^t 
bleiben* ©elbfl oon biefen n Surc^fd^ntttöpunften fonnen l^ier, 
wie in bet Planimetrie, einige jufammenfaUen, anbere gar un? 
, möglich werben» 

SSenn man weiter, um bie allgemeinjle SoorbinatemSSerwanbs: 
lung oorjunel^men, fubftituirt nac^ §♦ i9: 

_ A+Bx^-fCy^ _ A^+B^x^ + Cy 

^ L+Mx' + Ny' ^ L+Mx'+JNy' ' • 

fo gel^t bk obige ®leid&ung burc^ biefe ©ubfKtution ober in eine 
®lei(^ung jwif^en x' unb y', welche in Slnfe^ung jeber oon biefen 
beiben ®roßen wieber oom iiten®rabe ift* !Die beflimmte Orb^ 
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Hung alfo, wo^n eine Suroe Qtf}bttp Ift e^in (Sl^araftet, 
wtld^tt bnt^ feine SoDtfcinaten^SSettoanblung auöges 
Idfd^t »etben fattm 

Sie ßinien ber etfte« Orbnung finb alfo offenlbat ble i^aupts 
freife, weil il^te ©leit^ungen bie folgenbe gotm l^aten : a j + bx+c = o. 

J)ie affgememe gotm ber ßinien ber jweiten Orbnung ijl »weiter: 

^ann dbtt biefe ®Ietc^ung aU tin ^robuft i)on jn^et ©letc^gen 
be^ etflen @^rabeö bargefleOt metben^ fj) gel^j^tt {ie einem @9{leme 
von jmel i^aitptfretfen am 

SBenn in einet ®(eic^ung ^an eine fpl^drifd^e Stnie bie 9ittn* 
(Sootbinaten nid^t wthmmen, fo tnufi fte iebe^mal in eine (Sleid^ung- 
jtöifd^n x=tng t nnb y«tng n umgeformt »etben, el^e üUvbic 
Otbnung, ju »eld^er bie algebraifd^e ßinie ge^ti; mit ©id^etl^eit 
geurt|>eilt mxbm tann. ©enn ift j. 95*, z = a bie ©leid^ung an 
eine £inie> unb Bejeic^net arc (tng=z) bte einer untejlimmten 
Slbfciffe jugel^orige fenfrec^te ^pplicatt, fo gebort bie ßinie gleid)^ 
wol^I ni(|t ju ber er jlcn Orbnung ; bzxm wenn man nad^ §♦ 3 fubjli? 
iuirt z=s:tngu,cos t^ fol^atman bte®{eicl^ungtngus=a(i+tngt*), 

ober aud^: 

y* — a^x* — a'=o; 

tt)orau6 man fteH fc<^ i^te ßtnie jur jweitcn Orbnung gel^ort; fie 
ijl befanntltd^ ein 9?e6enfrei^, weld^er bem jur erjlen ?Ire ge^ 
nommenen Jg)auptfreife parallel i% 

5JBenn bk bnxd) ©ubjlitution erl^altene ober fc^on gegekne 
®Iei(|>ung q> (x, y) Ä o feine fo genannte algebraifc^e ijl, fo 
fonn man bit 6ur»e eine tron^fcenbente nennen^ unb eö f^nnen 
gdffe eintreten, in benen ber Oebrauc^ ber SlbfcijTen nxA jugej^öri« 
gen ?lpplicaten bei einem rec^twinfeligen Soorbinaten^iSpileme bem 
*er Slrens^Soorbinaten »orjujief;en ijl» B^^^ 93etfpiele biefer 2lrt wer^ 
ben fpater be^anbelt »erben» Jfud^ bei bm algcbraifc^en &inm fann 
ber ®ebrauc^ ber Slbfcijfen unb red^twinfeligen Slpplicaten 
bk Unterfuc^ung ber Sinien oft erleichtern« 

©oK aber ba^ goorbinaten^S^jlem fd^iefwtnfelig »fe^n, fo wirb 
man, flatt nad^ ben Slpplicaten ju greifen, itc& mol;I im SfUgemei^ 
nen lieber ber ?lppKcaten\?er^<Sftnijfe ibebienen, um ertrdgltc^ gors 
mein ju erl^atten. 

S. 2U 

aSctrad^ten wir jwei Surfen, bie auf böfreffceSoorbinaten-iS^jlem 
bejogen fxnb unb einen ^unft M gemein f^aUn. 3^re Oleic^ungen 
mögen fe^n: 9 Cx,y) = o unb yt (x, z)=o. 3m «fünfte M'j^aben 
bie 6utw» offenbar biefelben Slr^n-Soorbinaten »«x unb z=sy. 
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Qin imittt ^unftP in btt evffeti (Surve ^aU ju $(ten^ootbtnaten 
arc (tng5=;x+Ax) unb arc (toga?y+Ay); ei« jweiter ^unft 
Qin bet jttjeiten ßurpe IE)a6eiu?lrcn5(§oütbinatettarc(tng=:x4-Ax) 
unb arc (tng « z + A 0* ©^t ?lbjlanb bet beiben fünfte P unb 
Q 9on etnanbet Ufit {Icf^ nun md) §* 6 auöbrucfen, unb Ubzntt 
man, bafi z^^^j i\t, fo fbibet man: 

tng PQ=.±(^y«^0- ,+(.+Ax)--Ky+AO(y+Ay )r 

(x+Ax)(2y+Ay+A2) cos ▼ 
tbtt,mnn man bzn fßtntfyfactot nad) {leigenben ^otenjen von Ax 
- entwidfelt: 

Itng PQ«±(Ay— Az) • (S + T , Ax + U . Ax*. . .). 
S)a6 »on Ax unabj^ngige ®Keb btefet (Jntwidfetonfl ifl^am tm 
f oc^ilen ju (ejltmmen ; e^ tjl ndmltd^ : 

S — v^(i4-x' sinv^ ) 

"^ l + x*4-y*-f.2xy cos v 

worauf man ftel^t, ba^ S nur biinn «= o i(l, wenn x =-=- 

o 

©bet y «= — i% b, ^., wenn bet ^unft M in ber Sarbinale be^ 

(&>Wbinatens®9(lemö liegt Slbgefel^en pon bem ©renjfalTe ifl S nie 
gleich ^nU. 

Um du* bem Slu^btudfe föt tng PQ gel^örige golgetungen ju 
Jiel^n, wltb aU befaunt i^orau^gefe^t, taß, wenn tng PQ burd^ 
eine Steige »onbetgorm tngPQ««.Ax"+/3,Ax"+'4./.Ax'+' + 
^.Ax"*^+2c. mi^gebrficft wirb, mic^ ber Sogen PQ.felbft wenn 
fein aiabiuö afö ©n^eit btent, auögebrücft werbe burc^l eine SRei^e 
»on berfetben JJorm, ndmltc^: • 

PQ=:.a'. Ax'+/J\ Ax"+-+/,Ax"+^+3'. Ax'^^^ JC„ 
unb ba^ außerbem «' = « fei)» 

5Iber auö ber ® leidjung 9 (x, y)=;o fnbet man in ^^nwen« 
bung beö Sa^IorTci&en @aße6: 

3y d'y Ax* 3V Ax^ 

V ^y==ai-^''+ aT^^T^^^ar^* ^^^^'' unb eben fo Pnbet 
luan aue ber ©leid^ung yß (x, z) bie JRei^e : 

Jia^er ^t man benn: 
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9Iei^m«n teit tntn an, t(fß 5 nt^t Stall t{t,fo ^at tng PQ unb 
.ötfo au(^ PQ felfcjl fo lange bie Sow» «.Ax+jS.AxHr.Ax'+ic^ 

m P-P^ ni(^t=o iH. ®enn aUt ^= ^tft fo^ottngPQ 

<7X OX OX (0X 

öhb alfo avLd^ PQ feftflbfegotm/JAx'+y.Ax'+^.A^H«*; 
wenn an^exb^m noc^ ^^ = ~^, ijl, fo ^at PQ bk gorm / . Ax '+ 

2Benn alfo fut benfelkn 5ZBertl^ tonx mtd^ z«y ""* J^'^ä^ 

tft,^ l^akh Ot Uibtn Srnntt tint ^ttü^tnnd bu ufttn 

d^y dz' 

®rabe«;.»ennaii§et5emiu>c^^= ^-, ift fo ifl fcer Contact 

dx 0x 

d'V d^ 

t>om jmieitett ®tabe; wenn felbfl noc^ aT''* aP^^' ^^ ^^^^^ 

SBetül^rungbet Reiben (Sutoen im^unfteM^ombtitteti 
Oi?abe; ii. f» w. 

2Benn atet ber flemeinf<^aftfid&e ^unft M bet 6eibcn ßuweu 
in ber ßatbinale be^ (SoorbinatettsSioJlem^ Iiegt^ fo gelten bie Dori- 
gen ©dS^Iüjfe nid^t unBebingt, fonbetn eö fann nun bie Serül^rung 
ber (^nrojen t^on noc^ l^()erem ®rabe fepn. 

§• 22. 
Setrat^ten toit totiduflg eine (Serabe, beren ®lei(!^ttttg at^ba+c=o 
fei)n mag unb bk eine Sur»e in einem fünfte M berfil;ren fott^ beren 
©leid^ung 9 (x,jr)s=o fejpn folT, fo l^aten wir al6 erfle JBebingung : 

ax+J*y4^c = o> 
Dber aud^ a (t— x) = b (y— u), unb afe jweite ffiebingung: 
adx+bövÄo; iba^er ijl bie Oleic^ung an bk burc^ M ge^enbe 
S3erö^tungöHnie : 

dv 

j^ber u— ysa:p(t— x), wenn baö S)iffmnjiaberl^altm|i ^^ 

4UÖ ber ©teid^ung 9 (x, y) = o <m bk dntn ' gejogen, tuvd> p 

tejeid^net »irb. 

©arouö ftnbet man leid[)it bk Oleic^ung an bie burd^ M gel^s 

tnb^ Kormale nac^ §♦ 12, wenn man in ber bortigen QJleic^ung 

1 

y— .n s= ■ ' ^ (x— m), tt)eld>e fi(^ auf ein re(i^t»infcKge6 Soors 

binatem©9<lem iejiel;et, fe^t: ufur y; tfurx; y für n; x fürm; 
P für a; — 1 für b unb y— px für c. 2)aburc^ erf^dlt man aUt 
ik @leic^ung: 



— 24 — 

xy — px* — p 

Sie fun ieben anderen %xtxmxAA ▼ geltenbe' aDgemetnere ^or^ 
tnel tfl ettvaö iufammengefe^ter* 

^an tmxi beir porigen ^bic^ung an bte 9?Dtinale aud^ Me 
fo(genbe @e(taU gekn : 

t [i + y'— pxy] + u[p+.px'— xy]=x+py. 

Stefe Gleichungen werben xcüx fpdter auf anbere ^rt »ieber finben* 

©eßen wir tn ber ®Ieic^ung u— y«p (t— x) an bie San«, 
gente, welche bei jebem Slrenwinfel gilt t=x + Ax unb n=y+ A«, 
fo ijl offenbar: Au = p . Ax,unb ed f!nb nun arc (tng=sx-|lAx) 
imb arc (tngssy+Au) ober arc (tng«y-|-p ,Ax) bie ^Iren^Soor' 
Wvi<x\.iXi -eineö ^urtffeö N ber ©erfil^rungdlinie. 5©irb fein ?(6ftanb 
WM »om 93ernl&rung6punfte mit AS bejeid^net, fo \}oktVL xcXt 
nad^ §.6: 

sin As _[/ i + 2 p CO« v-Ky^px)' sin v' + p' 

"^AT" (1+x^+y '+2xy cos v)(l4-Cy+ Au)=+(x+Ax)^+ 

2(x+Ax) (y+Au) cos t) 

sin As 

©e^en wir ju ben ®renjen fiter, fo rerwanbelt (ic^ - — ~ tn 

l(x^ ©(fferenjiaTöer^dltniß -r- be6 SBogenö ber Surt?e, unb e6 ifl alfo : 
3 X v^ (i + 2 p cos V -f- p"* + (y—pO* *^" ^*) 



as 



l+x*+y*+2xy cos v 



ober, wenn man für p ben 2Bert& -y- futflitnirt r 

3, ^ ^ (^ ^' 4- 2 3x,3ycosv-fay^-Ky3x->xay)\sin vQ 

1 + x' + y* + 2 X y cos V 

SSirb ber 2I6jlanb bed fünfte« M ober (x, y) ber 6urt?e oom 
SInfangöpunfte V mit ^ tejeid^net fo l^i^kK man: 

1 + x^ + y* + 2xy cos v =s r f 

cos ^' 

mi^ wenn biefer Sluöbrudf Benu^t wirb, fo ifl -bie gormel: 

3s =x cos p\ v^ (3 X V+ 2 3 X , 3 y cos V + 3 y* + 

(y3 X — X 3 y)'*sin v*). 

SBenn* ber ^Trenwintel v ein red^ter ifl, fo ^t% fle {tc^ )ufam« 
men auf: 

3s « cos (?'./(3 X» + (y3x-x3y)^ + 3y0, 

• i 
unb e^ i(l nun: cos q^^ i J^ "^^ ^ V 
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SBenn bk Sage be« fünfte« M fcer Snwe kfKmmt i(l burd^ 
eine Slbfctjfe t unb fenfred^te 2Ipplicate n,fo ifl offenbar nac^ 5.3: 

äud^ ijl : cos ^ s= cos t . cos u ; 
-- -^ 3t . - 3u cos t + 3 t siQ t. sin u cos n 

Älfo: dx= — -; unb 3y = -^-^ n ; 

cos t' "^ cos u' . cos t' 

cos t . -=r— ' + sin t sm n cos u 

olfo: "^^ > 



ds cos u 



- ,- ^ ^ dt. sin u da «sin t 

fetner ift: y 3x— x 3y = -^ ., ;^, nnb 

. -^ cos t cos u cos t' . cos u* 

werben btefe ©ertl^e benu^t, fb tx^it man bie folgenbe einfädle 
gormel: 

^s == V^ (cos u^^t* + dttO. 

©inb t^ unb u' bie 3I6fciffe nnb fenfrecbte Slppltcate irgenb eine^ 
^unfte^ ber äBerü^rungöIinie^ fo ijl bit GHeic^unä an biefelbe 
offenbar : 

öy-tng t'— 3x.^^ + y3x— xdy = o, 

nnb perwanbelt flc^ burd^ bk angegebenen ©uijlitutionen in : 

3u sin (t— t') 
tna u' s= tng n . cos (t — v) — — =r- . n , • 

° ^ ^ "^ 3t cos u* 

Serjenifle SBertl^ t— t', weld^er bem 52Jert^e u'=o entfpric^t, l^eißt 
bie ©ubtan gen te, unb mnn biefemit mbejeic^net n^irb, fo f)at 
man offenbar: 

■ . 3t 

tng m =s sin u .cos u . -=r"* 
^ 3u 

SSejetc^net ferner f bie Slbfciffe unb u' bie jugebörige Slpplicate it^ 
genb eineö ^unfteö ber 9?ormaIe, fo finbet man jur ©leid^ung 
an bie 9}ormaIe: 

3t 

tng u' =Ä tng u . cos (t — f) -| — ^ . sin (t — t'). 

derjenige SBertl^ t'— t, n^eld^er bem 2Bert^e u'=o entfprid^t; l^eift 
bk @ubnotmaIe, unb wirb fte mit n bejeic^nef, fo ^at man: 

tng n = tng u-^* 

SBirb ber SBirtW, welchen bu bnxd^ M gebenbe Serübrungöfinie 
mit ber Stpplicate biefeö ^unfteö einfd^Iießf, burd^ i bejeic^net, fo 
iß offenbar: tng m » sin u.tng x, nnb alfo: 
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tns 1 aas COS a.-^- * 
^ du 

2>al^ l^at man benn aud^: d s-cos i » da> 

Sufaß, Ueber^aupt ifl tng y «= tng y , cos C«— xO + 
a . sin (1— xO bi< aUgmititit gotm fcet ©leu^ung an einen 
j^auptttti^, mnn x' nnb f bie 5l6fdffe unb fenfred^te %p^ 
pKcate eine^ gegebenen, l&ingegen x unb y bie Sfbfciffe mth 
fenfrec^ite ^(ppUcate eine^ beliebigen anberen ^untteö biefes 
jg)aupttteifeö be^eid^nen; a Ititattt eine auf bie SRtc^tutig 
beö «Kreife^ 93ejug l^benbe (^onflante. 

3fi fein ^unft bed 4>^uptfreifed gegeben, fo ift*b{e 
®IeidS>ung an ibn: tng y « a.cos x + /J.sin x, tooriu 
a unb /5 jwei ßonflanten bejeic^nen. 

dy 

?lu6 bet im §♦ 22 gefunbenen (Sleid^ung u— -y = -^ (t— x) 

ox 

cbet ouc^ By.t— 3x.u + y3x — xSy = o leiten iwir eine 

«Ken fpl;drif0en Suri^en gemeinfame @igenfc^aft l^er, n^obei rsit 

«nö ber (5infac^r;eit wegen tec^tminfeliget SfrensSootbinaten be? 

bienen woUen^ SBenn eine ßurt^e im fünfte M beruf;tt »irb 

«nb man iatt fpl^drtfd&e ßenttum beö berül^tenben ^auptfreife^ 

mit M' ober aud^ mit (x', yO bejeid^net, fo ifl nac^ §♦ 9 : 

-' — ^ ttnby'=^ ^ ' 



yäx— läy -^ yäx— x9y 

Stt einem anberen ^unft M gel;ört nun ein anbetet ^Pnnft 
M'; b. \).t \ik ?|Hmfte M' gel^ßren einet jweiten ^my^ a\x, »elt^e 
mit \itt elften jufammenger;6rt unb burd^ jie befämmt ijL 3(1 
9 (Jr y) = ö bie ®leic^ung bet erflen 6utt)e, fo fann man bie 
®leicl)ung an bk jweite, bk mx unter v W yO t^oriteöcn lüotfen, 
finben, inbem man bie beiben 5Iuj^brfidFe für x' unb y', welche 
Functionen oon x unb y fmb, umf e(;rt, b. f)., inbem man x unb y 
burd^ x' unb y' au^brüdft unb bk fitr x unb y gewonnenen ?tu6? 
brödfe in ber ©leid^ung g> (x, y) = o fub(lituirt, »oburc^ (te in bi^ 
®Iei(^ung ly (x', yO =o übergel;t T)a i+xx'-i-yy'ÄO, fo ftnbet 
tixan and) bi^ ®leid;ung y* (x', yQ = o, inbem xnan an^ ben bret 
®leid>ungen <p (x, y)ÄO, dy »t— öx.u + yäx— x3ys5=o unb 
i-f xx'+yy'ÄO bit beiben ®ropen x unb y eliminirt. 

?lud ben gefunbenen «uöbrüdfen für x' unb y' finbet man butd^ 
©ifferenjiiten : 

y(ax>a^y^ay.3^i) . xOy.3^x~9x,a^y) 

^' "^ (XÖ^-xdy)^ ""^^^ "" (ydx-^x3y)^ ' 
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uttb alfo : ^ SS ober jdf + xdx' « o, 

dx y 

©entt man ain bk ©leic^ung i+xx'4- yy'eao WffetenjHtfi 

fb etl^dltman: x3x'+x9x-*-y3y'+y'3y=o, unb witb l^ierpon 

bie ©(etd^ung ydy'+xdx'sso inUta^tt, fo Meifct noc^: y'dy + 

x9xsso, ober auc^: 

dx ?' 

itnb l^t^auö (tel^t man, bafi bte SSeiieJ^ung ber Reiben Surfen ju 
cinanber eine rectprofe ifl. 9?oc^ beutltd^er tritt biefe ©genfc^aft 
l^erpor,»enn man au^berOIeic^ungäy'» t— dx^u+y'^x'— x'3y's=o 
an bie Serü^run^ölinie ber jn^eiten Suröe il^r fpl^drifc^eö Zentrum 
beflimmt, wefd^ed mv mit N ober aud^ mit («, /?) tejeic^nen. SSJian 
^nbet ndmlic^ »ie porl^in: 

_ dy* . -9x^ 

" ^ y'dx' — x'dy' "^ '^== y^x' ->x'ay' ' 

dy* X 
tinb wirb l^ierin bat» ©ifferemiafoer^Ätniß ^r^- = fubjlituirt, 

dx' y 

fü erl^dlt man: aa= -fj^^ — .a=s xunb /?««~^, = y; b» ^., 

xx'-+yy' *^ xx'4-yy' 

«^ fäHt ber «Punft N mit M jufammen» 

Qint unmittelbare golge ^ierpon ift enblic^, ba^ eine 9?ürmatt 
ber einen 6ur»e für ben ^unft M bur^ bm ^mtt M' ber anberen 
^\xm gel^ unb jugleid^ eine 9tormaIe für fle ijl. 

2)ie QMeic^ung an bk ^formale ber erflen 6urt)e i<l: 

(y^dx— xy3y + 3x) . t^(xy3x— x^dy— 3y) . u^sydy+xdx ; 

•unb bk ©leic^ung an bie 3?ormale ber jmeiten ßuröe i(l: 

(y'^ax'—xyäy' 4-9x0. t—(xyax'—x'*dy'—9y0 . u=y'3y'+x'9x^ 

unb itibt GJIeicI^ungen laffen fic^, Iwenn bie S)ifferenjiale mitteljl 
ber ©leic^ungen x'ax+y'äxsso unb xdx'+y9y' fortgefc^afft mx^ 
ben, umformen in bk ©leic^ung : 

__ (y— yO • t— (x— xo U5=yx'— xy 

an bie ©erabe M M'. 

SBie in ber Planimetrie qiH ed auc^ l^ter für jeben ^unft M 
einer fpl^drifd^en Sur»e einen Äreiö, »eld^er mit ber (5ur»e eine 
SBerül^rung beö jt»eiten ®rabe^ l^at unb ber Ärümmung^freid 
ber 6ur»e für i^ren ^nntt M genannt wirb. Sein fpl^drifc^r Ka« 
biu^ r i^eifit ber Ärummungöl^alfcmeffet für bm ^nft M. 
Segen »ir ber Sinfad^^eit toegen tin red^twinfeliged Soorbinaten^ 
©Aftern jum ©runbe, unb eö fei). 9 (^i y)= <> bie ®Ieic^ung an bk 
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CEntve. Sie Qleid^tmd an bm Rwi, U^iQtn auf ({efelbcti Mbcn 
Wem, t(t bann: 

*'*»"— »/'(£ ^.«^. b»).v'(i+i*+y*)' 
twnn fein tOKttelpunft N (ejeid^net wirb ntit(a,b). S>iefe <8Iei(^ttng 
tfl in anberet %Dtm: 

''^ (i+««+b*).(i+x»+y») ' 

ober ««* tag ,„^(x-a)»^-(ay-bx)^+(y-b)>3 

l + ax + by ^ 

SBetben bie ©letc^un^ an bie @urt)e <p (x^ 7) » o wb au^ 
hit ®Iet(^un3 «^ ben ^reiö jweimal btffetenjurt unb bie ©iffeten* 

jiafoer^(HtniffepB=^unbqB=s^ ^ »le aiid^ bie SGBett^e t^wi x 

unb y felfcjl nad^ §• 21 ibentiflcirfc fo etl^dlt man 'jum ?luöbrucfe 
ber Setöl^tung beö jweiten ®tabeö bxti QJIeid^ungen, welche jur 
S9e(limmund ber brei Sonflanten a, b, r be^ ^teifeö bienen unb 
an^ j^inteid^em 

£)te erfte S)if erenitalgleid^una t{l nun na^ einiger Umformung : 

a[i+y *— pxy]4-b [p+px*— xy] = x+py, 

ober nad^ §* 22 bk ©leic^ung an bie burd& ben aSerü^rung^punft 
M ber ßuroe gel^enbe Stormale, in weld^er ftd^ alfo bk 3iJJitfet 
punftc JN aller Äreife beftnben, n^ooon bie Suroe in M berührt 
toerben f ann, unb unter »elc^er (tc^ aud^ ber gefud^te ^rummung^ 
frei^ befinbet 

2)ifFerenjiirt man iene ®Ieic^ung noc^ einmal, fo er^dlt man 
bie ©leid^ung: 

<py--p^— q^y]+i>[q+p»+qx*— y]=i4-p*+qy. 

2)ie erfle (Sleic^ung läft ftd^ ain^ umformen in: 

(b-y) . [p +px^-xy] + (a- X) . [i + y*— pxy] « o, 
unb bit jn)eite in : 

(b — y).[q + px + qx=»— y] + (a— x),[py— p^— qxy]=si+p* 

+p»x»-2pxy + y« 

I>a6 Olieb auf ber redeten &tiu biefer ®fei(^ung fielet mit bem 
Z)iffereniiale be^ SBogen^ ber Suroe im Suf<tmmenl;ange; benn e^ 
iit nac^ §. 23: 



ds 



9x.i^(i+P»+(y-px)*) 



i+x'+y' 
unb fe^en »ir: ▼«•'[l + p*+(y— px)«]; wr^^i^d + x'+y*), 

fo ijl ieneö ®Ueb:nav« unb bad Differenjial be6 Sogend ift bann : 
3s BS -^j- Siti)cn xoit attd ben beiben ©leicftungen bie SCBert^e 



w 
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wtt (a— x) gnb (b— y), fo ftvib pe: 

a-xr,. v'(P+px*-xy) „„j, ^ HÜa+ÜZ^ZI), 

v*(y — px) — qw* ▼^(y— px) — qw* 

ünb ^terburc^ t|l bie Sage beö SRittelpunftea bed ,Rrumtnungeh!e(:s 
ftö (eiKmmt 9Ran |^at abet >aucl^ noc^ unmittelbar : 

v^p - qxw^ >- v^ (i + y ^-~ piy) 

v2(y — px) — qw^ v*(y— px) — qw* 

tt^orauö noc^ jum {ünftigen @ebtauc^ folgt : 

v2(x + py) 



ay — bxa=3- . 

v^Cy — px) — qw^ 

SEBa^ bfe Sejlimmung beö Ätummimgöl^albmeffet^ r bettiffti 
fo ifl <ie am einfacbflen mittelfl btx gormel: 

^„„^ i^[(^-a)^ 4.(ay-bx)^+fy-l))^ 

® i + ax-4-by. 

©erben bie gefunbenen 2Bertl^e futjlitutrt, fo erl^dlt manjundc^fl: 

t^ v^i^[(p+p^^-^y)^+c^+py)^"i-(i+y^-pxy)^3 

t>a aUt p + px*— xy = pw* — y(x + py) unb i+y^— pxy = 
w^^x (x + py)ift fo l^at man: (p+px*— xy)^+(x^-py)*+. 
(i+y'-P*y)=w2 [a+p*) w^— (x + py)2]«v^wS Uttb 
alfo: 

tng r s=s ♦ 

5?acl^ biefer ^^rmel ifl ik Sered^nung be6 Ärummung^j^alb^ 
meifer^ faum jufammengefeßter, ,afe nac^ ber analogen in ber 
Planimetrie. 

S)ie oor^in gefunbenen 5lBert^e oon a unb b (inb guncttonen 
wn X. unb y, unb »enn man bie ©letd^ung q> (x, y) = o ju J^ülfe 
nimmt, fo laßen |!c^ x unb y eliminiren, ttoburd^ man ju einer 
®feicl&ung yf la, b)aBso jtt)ifc^en a unb b an eine 6urt>e gelangt^ 
»elt^e bie ©oolute ber gegebenen Suroe, ber @ooloente, fceißt 

Se^t man burc^ ben ^unft N ber @ooIute einen (te berölS^ren« 
ben ^anptttü^, fo ifl bie ®Ieid^ung an i^n: 

unb um feine Sage in a3eiiel^ung auf bie @ooIoente ju ftnben, muffen 
wir offenbar bie oorl^in gefunbenen 5luöbrudfe oon a unb b nac^ 

X unb y bifferenjiiren, um ju bem 2)ifferenjiatoerl^Itniflre -^ 
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2U gelangen. 2)ie 8(uöbru(fe für a ttnb b wutbm cxa bm (etbeti 
®Iei(^unflen: 

aefunben, weld^e baffer aud^ jur ginbung ber Siffereniialpetl^dltntfie 
5- unb ^ bienen f önnen. 

dx dx 

2)ifferenjürt man porWuftg bie etfte ©leid^ung, inbem man aud^ a 
«nb h ate t^etdnberlk^ Utva^ttt, fo erl^dlt man:. 

|^.[l + y^-pxy] + a[py-p2x^qiy]+^[p + px«-iy] + 

^[q+px+qx^— y]=i4-p*+qy, 
unb mtb l&ietJ)on bie jweite ®Ietd^ung fubttdl^irt, fo WeiW: 

^— ^ + y^ — p^y 

d3L~ p + px^ — xy 

@6 tfl alfo bie ©(eid^ung an bit butd^ ben ^unft N bet @9o? 
lute gelegte Sangente: 

p + px2— -xy^ 

imb biefe t&^t ftö) umformen in : 

t [i + y*— pxy] + n[p+px2— xy]=x+py, 

b. % in bie ©teic^ung an bie butc^ bm ^unft M gel^enbe 9?or^ 
male bet ©pobente. t>af)tt ijl jebe 9?ormaIe ber ©poloente 
eine Sangente ber @9oIute. 

gragen wir ater nid^t Woß nad^ bem Sifferenjiaber&ditnifie 
^, fonbern foffen bie ©ifferenjiale 9a unb 3b fettft in il^rer ^h^ 

da 

l^dngigf eit »on x unb y bargeilefft werben, fo mfijfen wir auc^ nod^ 
bie jweite Oleid^ung: 

a [py — P^— qxy] + b[q + px + qx2~.y]=i + p«+qy, 

olfo.bifferenjiiren; ba^ wir aud& a unb b ate »erdnberlic^ anfe^en, 
woki wir ba^ britte SJifferenjiafoer^dltnif , tok folgt, tejeid^nen : 

^ax 

©leid^wol^l bifferenjiiren wir aud& biefe ©feid^ung tjorlduflg fo, baß 
wir a unb b aU jconflant anfeilen, woburd^ wir ju einer 93e« 
bingung^gleid^ung gelangen, mid)c ibann erfüllt fe^n wirb, wenn 
ber, i^römmung^frei^ mit ber Sur^e eine SSerfil^rung ;be^ britteti 
@rabe$ ^at 
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2Btt erhalten bte ©lek^uttg: 

tc9tm nt>^ bte SBett^e: 

v*(y — px) — pw'* V* (y — px) — qw* 

fubftitutrt »erben muffen, SBir »erben ater^ ba^ fpätere Sebürfni^ 
berüdPfid^tigenb; fe^en : 

i=a . [3pqx + kxy] — b [k + 3 qx + kx«] + 3 pq + ky 

imb auc^ /u=x,[v2(y— px)-r-qw2], yyj^jj^ gefc^e[;ener ©ubflitutten 
erl^often »ir: 

|ii=:kvV* — Spq^w^+ 5qv^(x + py)4- 3q*w2y(x-fpy); 

tmb bie porl^in er»d^nte 93ebinaun3^3letc^ungi(lbann/tt=o,»ofu? 
»it »eiterl&m einen einfacheren ?(u^brudf ijad^n^eifen werben, ©iffe* 
renjüren »ir je^t bk oben fle^^enbe ©leic^ung mö) in Jg)tnftc^t auf 
bk SSeranberlic^fett t>on a unb b, fo erhalten »ir offenbar: 

[py— p2x — qxy]. ^| +a[— 3pqx— kxy]+[q+px+qx*— y] .^ 

+ [k4-3qx+kx*]b=3pq+ky, 

ober einfadf^er: 

[py— p4x_qxy].g^ + [q + px + qx»— y].-^ = A; 

unb »irb hiermit bie im §• 27 erl^altene ©teic^ung : 

[i + y^— pxy] .^ + [p+px^— xy ] . ^- = 0, 

»erBunben, fo ftnbet man bit beiben folgenben Sluöbrücfe: 
?h = — i"^^ (i + y'— pxy) ,. c;^_^ i^3^ fp + pi^'— ^y) . 

[v2(y — px)-.qw2]2 [v2(y— px)^qw2]^' 

worauf »ir noc^ fogleid^ ben fofgenben I)erleiten: 

uT^u i--^- ^ -~i^9x(x4-py) 

adb — bda=r-— ^ rr- • 

[v2(y_pxj — qw^J2 

§♦ 29. 

Silben »it nun, um ba^ J)ifferenjial beö Sogend bet ©oolufe 
ju flnben, wetd^eö »ir mit da bejeid^nen »oKen, bem Sluöbrucfe 
väx«/[3x2+ (xdy— y3x)^ + dy^idl^nlic^, ben Sluöbrucf V ,3a«: 

[/3a* 4- db 2 + (adb — b3a)^ 

fo etJ^alten »ir offenbar jundd^ft: 
s ^ ^f'ä^^Ki + y"— px y)' + Cx + py)* + (p + px*— xy)^] 

[v\y— px) — qw*J* 

Der ^ier tm B^W^ oorfommenbe ^Burjelau^brucf fam aud^ im^ 
26 vor unb i^^V^Cy^^yf^); ba^er ^at man: 



V.3a=: 
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±fidx.vw 



btn «ittöbnidf w'=/(i + a2-tb2) unb erMt^n: 



V2= 



[v* (y — px) — qw^]'^ + [v^p — qxw2]2 4- [v« + qyw*]' 



[V* (y-_px)— qw2]* 

2)iefer Sluöbtucf rebucirt <i(^ auf: 






f 



[v2(y— px)— qw^] 

Sa^ Differenjtal be^ ©ogend bet ^t^olute otet ijl: 9ff =— 
unb alfo: 

3)iefe6 ©iffetenjtal formen trir nod^ weitet um, tnbem »it im 
Ätümmungöl&albmeflet fut ben ^unft M bet @potoente einfüllten, 
»obutc^ wit fütetjl etl^alten: 

q^.w** 
— 3tng r 3 9v 33w 9q .- . .- . . . 
S>a ^^^ - tDg r ^ '1, IT^ q ^^' <^ *<* "^* ^^"^fl^ 

SlebUCtion: d tng r=-ax.tog , p pqw->3^qy(x4-py)_ 

5(x + py) _k1 ^^^^ ^ ^^ jr^^^tngr^ax^ ^v.Bx 
w^ qj ° cosr* v^^w^.q q^»w^ 

unb Wirb l^teti^on Oei&taucl^ gemad^t, fo l^at man füt baö 2)iffe« 
tenjtal be^ S3ogend bet @t)olute ben folgenben einfachen ^(udbtitcf : 

unb alfo: <T=r+const ^Jllfo aud^ fut bie ©pl^ditif gilt iit in bet 
^lanimettie tefannte @a^, ba|[ bie Ätummungö^altmeffet 
einet 6utt>e oon ben juge^^ötigen S3ogenIdnsen il^tet 
€oolute nut um eine ßonflante oetfc()ieben finb, »o« 
butd^ bie Benennungen ,,(5roIute unb ©polpente'' aud^ ffit 
ik Sp^dtif geted^tfettigt ftnb* 

©d^Keßlic^ ijl nun offenfcat, ia^ ik im §♦ 28 aufgejleUte S5es 
bingungögleic^ung f* = o, »obutc^ eine Setul^tung beö Ätümmung^« 
fteifeö r>t>m' l;6l^et ate jweiten ®tabe angejeigt toith, auc^ butd^ bie 
SSebingungegleic^ung 3r=o obet 3 tng r=o etfeßt tt)etben(anm 

§♦ 30. 

Um auö bet gotmel tng r«-— — ,weId^e|td^ootWuj!gWo|l 
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atsf ein red^ttotnMtge^ Soorbmaten^@9flem (e^iel^t, eine aDgemeinete 
formet ^^ffiUitcn, für;ren mt juerfl böö ©iffcrenjial bed SSogen^ 

ein: ds=:=^ — ri alfo: — = ^— / unb ballet: 

♦ (w90^ 

lEBirb nun je^t bte crjte Slre um einen ©infel « unb bte 
}toette unx einen SBinM fl fo gebre^ ba^ bet neue 9(xenwinfel bie 
iStb^e e etl^d(t, fo ifl: 

iinb e6 ge^t babutc^ ufcer x in x cos « — y sin /j, y in x sin« + 
y cof p\ wirb l^ieröon ©ettauc^ gemad^f, fo »erwanbelt ff<^ : 
9y.9^x— dx.3^ in (äy.d^x— 3x.d^y) . tia a, 

tmb ed tjt alfo nun bte neue ^<>tmel: 

, ^ (wds)^ 

®te gilt ie^t fut leben 9(xentt)in(el, unb rotm man iviebey jut 
JlWurjnng fept: P— 5^ unb q = ^; fernet: ▼»/(i + 2 p cos a 

+ p^4-(y— px)*.sin 0^) unb w=i^(i+x^+y^ + 2xy cos 0), 

^t> \)cA man ben einfad^eten ^(udbtucf : 



(7) 



SBitb bet 9(6ftanb be^ ^unfted M ber (Sxxnt rom tfnfangd^ 
pnnfte V buri^ q fcejeid^net, fo l^at man offenbar: w ^ 



cos Q 

S> 31* 

2)ie ^0m einer fp^drifc^en 6uri)e Idf t (Id^ oft fel^r Bequem 
bur<^ ßentrafeCoorbinaten auöbrüdfen. 9?e^men tt?ir itn frölfi^ren 
Änfangöpunft V jum Zentrum; bejeid^nen »ir iit %mcüon tng r 
mit * unb Un 2BinM MVX, welchen ber ßeitftra^I g ta qjunfs 
M M mit ber oorigen er(len Slre VX einfc^ließt^ xaxt v, fo (Inb « 
unb ▼ oerdnberlic^e @r5pen, beren SufammenJ^ang iit ®Ieid^una 
9 («, v)=o an- bie Curoe auflitt 

©inb nun arc (tng =1) unb arc (tngÄy) bie red&tÄinfeKgen 
VxemSoorbinaten bed. ^unfte^ M, fo ifl: 

X = z cos V unb y = z sin v, 
alfo: 3x=5— 1 sin v.3y + cos v . 9z uub dy=z cos T dv-i* 

sin Y«dz; bälget toixttti 
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^H = — a cos V 9v* — 2 sin v , Jv , 3z + cos ▼ . d% UtA 
32y= — z sin v.dv^4-2 cos v. dv . dz + sin v,ä*z. 

Sie @uI>(litutiDn tiefet !luöb^<fe gibt: 

1 

cos^ 

ydx— xdy=— z».dvunb3i • 3^y— dy.d^x^i« ,dv*— zd^ , Jv 

+ 2 di^ 3v. 

J)al&er ifl ba^ ©ifferenjial bed Segens : 

l+z« 
^üt bie wirflic^e ^nwenbung ^at e^ je^t bie in fielen %&Utu 
(equemfle ^oxm. ^an tann i^m aber auc^ bte folgenbe geben: 

25ie,5«>tniel für ben Ärümmungei^albmejfer r ift: 

_i/ri±tL^!l±i2l*V 

*°ß''-z^av'-z.a^z,dv+2az».dv' 

£)ie Cage einer aSerul^rung^Hnie ifl befltmmt burd^ ben SBinfet 
welchen (te mit bem ßeifjltal^le einfcbliegt, «nb welcher burc^ q> be^ 
jeic^net fepn mag* ©c^Iie^t bie jur Slbfciffe x flel^^tige Slpplicate 
(fenfred^te) y' mit ber Sangente ben SBinfel « unb mit bem 
£eit(lta^le g ben SBinW ft ein, fo ifl offenbar: 

9=a— /?; tngasicosy'.^-; unb tng /Jä.,,^. 

Öy siny 

5©eil nnn aber tng x=: tng ^.cos v unb sin y'^sin ^.sin V iff, 
fo ^at man md} einiger SRebuction : 

cos V. dg — sin g , cos o. sinT.dr , 

sin v.cos g^dg'^sin g cos ▼ « dr ' 

cos V 

tng /?« : ; 

cos Q « sin V 

unb ba tng 9 = /^tng^tng^ ^^' f^ <^"^^ ^^ '"^* ^^^ ®»** 

flittttton ier oorigen «uöbrucfe biz fofgenbe einfat^e gormel: 

. . * 3f 

tng9pc8in^.-- • 

dp 

©er Jlrümmung«^arbmeffer einer Curoe fielet tn einem öberan^ 
einfachen Sufömmenl^ange mit ben 2BinfeIn, unter welchen ftc^ bit 
auf einanbet folgenben Sangenten mb 9for;ttaren b^r (Enm ft^nei^ 
ben. 3u biefem ©nbe entwicfeln »ir juoor eine allgemeine görmel 
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}ut SelKmmtms be6 9Btn(el6, unter xctld^tm ftc^ bte nod^ einem 
®efepe auf etnönber folgenben ^miptfreife fc^neiben» 

©inb in ber ©leic^ung P.t + Q.u = i bie ®t6ßenPunbQ 
5«nctionen »on itgenb einet unb betfelben btitten Oröf e unb baf)et 
(Functionen i>on einanber, »elc^e ttit bntd) y* (P, Q) — o anbenUn 
tücUm, unb änbtrt |tcj> P um AP unb Q um AQ, fo erhalten 
toit bk ©leic^ung: 

(P + AP-).t + (Q+AQ)-u=l, 

an einen jweiten ^auptftei^, welcher feine SHic^tung um einen 
9EBinfel=A9, t^etglic^en mit bem Dorigen, d^änbett ^at 

©et 8Binfel Ay fann nun nac^ ben im §• 11 entwidfeften 
allgemeinen gotmeln gefunben wetben, unb e^ i(l, mit bet Sfieui 
»intet ein teertet fepn mag: 

ö ^^^^ l+P^+Q^ + P.AP+Q-AQ 
0e^t man nun ju bm ©tdinjen übet, fo oetwanbelt f!^, mnn 

ap üp 

P unb Q tttoa Functionen oon x <tnb, bat aSetl^dltniß^ in ^5 

- AQ . 3Q c *ns (Afp) . d<P 
rten fo -r-itt ^~unb ^.^ ^M n 5^; ballet M man benn: 

- ••OP»+(Q9P-P9Q)'+9Q^) . 

nnb »on Wefet Formel werben »«t fugtetd^ Slnwenbung ma(^ett. 

S. 33» 
9?el^men totr juerfl bie ®Ietd^ung an bte Sanaente ber (^um, 



(St ift Utt alfo: P« — 5_ u^bQ« 



— 1 



px~y px— y 

©iffetenjiiten wit biefe Reiben ©feic^ungen, inbem »tt q«-t^ 

dx 

fe^n, fo Ibefommen wir: 

(px— y)2 (px— y)^' 

itnb l^ietaud folgt: P3Q-"Q9P== Z^\!^^2 



•m » 



(p^— y) 

Sejeic^en wir nun bat ©infelbiffeteniial fut bie Sangenten 
bet Cutoe mit 3i, fo l^aben wir offenftati mnn tcit bie im §• 26 
feftgefteSfte 93eiei(^nung u^d^len: 

— wq3x 

3«= — r— • 



V 
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<Si war da bit %otmtl fnr bm ^tummung^l^altoieffft r: 



v» 



bo^er ifl: tng r . 3«= — 3- ; mb ha bai ©iffmnjial brt Sogen# 



w 



d$ = —^ f f^ ift offenbar : 

J)er 2BinW 9« l^eißt in ber ^lanimettte 5er ÜStnfel ber 
Sontinsenj. 3u einer e6en fo einfachen Sormel fu^rt aud^ baf 
SBintetbif erenjial ber 9torma(eh einer Suroe. 

2>ie ®(etc()ung an bie 9tertnale tfl: 

»+py >+py 

Z)a^er l^alen ti»ir je^t: 

x+py x+py^ 

Durc^ S)ifferenjiiten finben »ir ^iera«^: 

(x+py)* C»+py)* 

(x+py) 

(x + py)* 
Sernet flnbetman: l+P2+Q^=T^— y^j- SSejetd^nen wir 
alfo ba^ flefuc^te 2Binf elbiffercnjtal mit dß, fo l&afcen »ir : 

J)a aber bad ©ifferenjial bed Sogeitd i(l: 9s=— -/ fogeljtbic 
gormel üter in: 

unb KDtrb ber J(rtimnmns^l^a(bmeffer r eingeful^rt, fo "fyat man : 

5n ber Planimetrie fdlTt befanntlid^ biefe gormef mit ber 
öotigen jufammen ; ^ier hingegen ift »enn »ir 3s eliminiren : 

3a = cos T .dß, 
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vmh alfo dß immer fltftf et, al^ d«. SBenti »it r elimimwö, fo et* 
gälten toit an^t no(^: 

5. 34. 

(5d Wtftt ttD<^ bie etmtttelnna etne6 Äu^briKf^ fut ttn 
Ätümmunä^^albmefTet r einet 6utre tn bem gaUe üttig, baß eine 
«leit^ung y (i, z) =* o jwtfc^en bet «Ibfcifie x unb fenttec^ten 9tppli^ 
cate z be^ ^unfte^ M bet 6utt>e gegeben ift. ®?an fonnte bie c^t^ 
fiv^tt $5otmel etenfaOö and bet im §• 26 fnt tng r gegebenen 
butc^ bie im §» 24 angezeigten ©ubftitutionen l^etleiten ; man f ann 
<ie abet an^ auf folgenbe 9ltt l^etteiten. Sjl a bie «Ifcfciffe «nb b 
bie juge^otige SlppUcate be6 SKittelpunfted N bed gefuc^ten Ätum* 
mmigifteife^r^ ^i* ^'^ ©leic^ung an benfelben : 

cos rsssin b ♦ sin z + cos b ♦ cos z , cos (x— a), 

ml^ ibenfattd jweimal biffetenaiitt werben mvi$, wobei wir aber 

3x .. d(p.cos z) 

P=^^«nbq 3^ 

©UTd^ einmaligem Siffetenjiiten etl&alten wit nun bie folgenbe 
«lei(t)ung an bie Wotmale bet (S^nxu: 

tng b = tng z . cos (x — a) + p .siD (x — «)* 

£)ut(^ wiebet^olted ©iffetenjüten flnbet (Id^: 

£jj.p« cos z'* 

tng (x— a)« — -g- • 

cos z (p sin z — ST— cos z) 

@e^en wit nun jut Slbturjung: 

v = l + p'.cosz2, 

«nb bemetten wit, baß— q«p «in ^—^ cosz ift foJ^abenwit 
jut Seflimmung btt 6on(tante a bie gotmel : 

tng (x— a)= ' . 

o \ ^ — q cos z 

^Ifo iil: 

y — q co s 8 

y^^ (^-^) - ^(.a ,, qaeos x^) ^"^^^^^"-^^^'"/Cv-4-q^cosz^- 

SBJetben blefe 5Iuöbtü(fe fubflitnitt, fo finbet Pd^: 

pv — qsinz 
*°8^'^/(V24.q2cosz^J* 

©al^er t|l nun aud^: 
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I 

"° ^== >/ a^ 2 2 — ^ = ^"-3^ Wtt& 

•"(¥*+ q* cos 2*> 
cos Das ■■ > -2 : — • 

/'(v*-f p*v* — 2pqvsin z+q'j 

fCBetben aud^ bitfe SBert^e tn ber Formel: cos r::ssin b sin z 

+ COS b cos X cos (x— -a), fubjlituitt, fo ftnbrt ficj: 

pv sin E — q 

cos rag * — • ^ . 

^Cv*4*p*v* — 2pqv sin *+q*) 

ober einfacher: tngr=s -. — -— . gta^ bufer gorntel i(t bie 

JBerec^nuna bed Jltömtnung^fialbmefferö in welen göHeit fel^t 
Ibequem. 

SBatt ttitb nic^t überfeinen, böfl, trenn ber üon ber Sangenfe 
itnb ^(ppUcate etngefc^Iofrene SBtntel mit x bejetc^net mtrb,man l^abe: 

tng Xssp«cos z; dz = 3s.cos Z unb dx . cos z = ds«sin X* 

S)ö enbltd^ iai Sifferenjial beö SSoflenö i\t 3s = /(dz* + cos z^.dx*)^ 
fo (at man auc^: 3s=dz /(i + cos x* . p*) «dx , /"v, ober rurf^ 
ds* 1 

Ö»* cos i' 

S. 35. 

6^ t(t tm $* 25 (ewiefen »orben, bafl mit ieber (Sunt, beren 
0(et(bttn9 unter 9 (x, y)=o oerflönben würbe, eine jweite, beren 
QJIeid^ung mit y (x', y') « o Bejeicl^net »urbe, in einer fold^en 
SBec^felfcejiel^ung fielet, baß bie fpl&drifc^en 9!3?ittelpunfte ber Se« 
rubrungdlinien ber einen fid^ jebeömal in ber anbern Sun>e {»eftn^ 
ben. 5ebe 9?ormaIe ber einen 6urt>e i(l ferner md) eine 5?ormale 
ber anberen* ©ine unmittelbare golge ^ierron aber ijl, ba^ bie 
beiben Surren biefelbe (Srohite l^aben. Um iebod^ biefe6 ®efe^ 
auf bem SBege ber JRec^nung ju bemeifen, wenben »ir auf bit ßurre 
V C^'t y')==o bii im §• 26 feflgeftellte Sejeic^nung an, nur ba^ 
wir ber Unterfc^eibung wegen jebeömal ein Sbmma beifügen. Sft 
M ober (x, y) ein ^unft ber erften Eurre, unb »irb bie jweite 
6ur»e von ber Normale be^ ?Punfteö M in M' ober (x', f) ge« 
fc^nitten, fo til nad^ §, 25: 



■• f 



y-.pi y^px 



fllfo: p = — f 
y 

— (y — px)» 

ferner : q'» — ■ , # 

qy» 
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unb:/— pV= 

ßegeit mt nan an 6en ^unf t M btt erflen (5uwe einen Jttumungd* 
ftrefe, beffen SRabtud r unb ^Rittelpunft N ober (a, b) fe^n mag, 
unb legen wir eben fo an ben ^unft M' ber jmeiten ßur^^e einen 
Stxümmmi^fnvB, beffen ülabiu« r^ unb 5WitteIpunf t W ober (a', b') 
feion mag, fo ifl nac^ §♦ 26 : 

^._ ^ ,p--qiw 

v'* (y'-.pV)— qV* 

unb »erben l^ietin bie rorl^in angegebenen SBertl^e fntftttuirt, fo 

^at man: a'= , '_[_ ?_ — ^^ ober: a'=a. ®anj eBen fo finbet 

man: b'=b; b- 1^., ber «JJlittelpunft N' ijt mit N berfelbe. Sa^er 
l^aben benn bie beiben &iri?en biefelbe (Sr>olnU, toa^ ftc^ aad) 9or$ 
l^erfel^en lief. 

2)a femer tog r' = J^^L— t(l, fo ftnbet man burd^ bie Sub« 

— q' 
fRtution ber ©ert^e »on V, V unb q' ben 5lu6bru(t: 

tng r = ±—1—, ober anc^: tng r.tng r'=a ±i, unb alfo: 



3' 

r4-r'-90*, ober: r'— r^90'. 

(S^ bleibt noc^ übrig, vorn ©ifferenjiale" ber gliche ju fian^ 
beln, ttjobei »ir in Fig. i bad »iererf VPMQ, beffen ®röfe =f 
fejon mag, betrad^ten. 2)en ^unft M bejeic^nen wir mit (x, y); 
ben ^unft N mit C^+Ai, y) ; ben ^unf t N' mit fx, y + a y) 
unb btn ^unft M' alfo mit(x+Ax,y+Ay). Da6 »ierecf MNM'N' 
i(l offenbar = A f, unb ifj alfo baö 2)ifferenjial df oon ber gorm 

3f=V.dx.ay, 

ober ein Eoppelbifferenjial. 9Iebmen wir nun oorMuflg an, baß 
ber «xenwinfel =90°ift fo ip im 2Jierecf VPMQ offenbar au(^: 

p=:Q=90';unbalfof=PMQ — ^, wenn ber 5Rabiit^ berÄngel 

»• 1 gefegt w»^, unb alfo and} : 

3ia fsssia VP.sia VQ, 
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et« »in f= 



' • 



••a+x*).»^(i+y*) 

^itxata iie^en wir, -wenn Mof x aU oerdnberlic^ angefel^en totrb: 

y3i 



df= 



«r« • 



SXffetenjtiten uit noc^ einmal, inbetn aud} j aU vtx&aitxli^ an« 
gefe^ wirb, f» ^okn wir baö gefuc^te Soppelbifferetiiial : 

-vo_ 3x.dy 

SBejtu^nct « ben !(((}anb beö ^unfteö M vom ^n^cmiipixnttt, fo 
ift alfo : 

wofür a«(^ bie einfachen Sntegrale / (^i-^^Ja+^^^j*) "»^ 

•^ (1+ *) /(i+x"-4-y' )^" ^" ^^^''^^ ^*^*^^ '"^'^*" ^^"''*"* 

S. 37. 

ütid^t »iel jufammettgefe^tet ifl bte für iebeit ^IxtntoinUl v 
geltenbe gormcl für baö ©iffmnjial bet? SWci^«- 

aSejeic^nen mt ndmlicft ben SEBinfel PMQ mit v C^/ y)f fr 
\\t ber SBinfel XPM=v' (X/ y) für y=o ober v Ch <>) «nb ber 
ffiittfel YQM—v' (^/ y) föif ^=^ ober y (o^ y), SQBirb nun ber 
Sn^alt beö »ieredfö VPMQ mit f 6ejeic^net, fb i(l offenbar : 

f=V^ (x, y) + [7r— V'Co^ yW + C't— V(^> o)]+v--^27r, 

ober auc^: ^=Hh y)-—y^Co, y)-v(^/ <>) +▼• 

Differeniüren toix biefen Slu^brudf in ^injtc^t auf bk aSerdnber« 

licj^feit i?on x unb y, fo ^akn wir: 

giun i(l akr. nad^ §. 6 : 

sinv.V(l4-x''+y*+2iycos v) 

sin tp (x. Y j = ■ ■ ' . 

VK,7J ^Cl+x*^inv*J./'(l+y*siavO 

. . ^ cos V— x.y.sin v* 

nno cos w Ct. Y j SS "^ , . . 

y^,7J t^a+x^sinvO-v^a+y^iiaY*) 

2>if erenjiirt mn iß ^nfe^ung ber SSerdnberlic^fett oon x^ fo er^ 
mt man: 

-. - ^ sin V (y+x cosv).3x 

'^ ' -^^ (1+x* sin V*) y'(i+x^+y^+2xy cos v) 

©ifferenjtirt man biefen «luöbrudf »ieber in 3(nfe^ung ' ber Ser? 
^nberlic^feit von y,fo ^at man enblid^ ba^gefuc^teSoppelbifereniial: 
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ober rucfw4rt^: f = «in ▼ . // cos 9^* äx , 3y , 
Sntegritt man »itflic^ nad^ 3y, fo trf)Üt man : 

äf * sin V (y+x cos v) ^x ^ ^^^^^ 

(l+x*sin v*J^^(i+x*+y*+2xy cos v) 

©Dil ba^ Snfegtal für y=o vzx^d)mnbtn, fo ift: 

X sin T cos V 
cons t . SS — ■ - ■ — i — .^ ^r . ' »r f 

d+x" «in TO./d+i*) 

mib olfo n>te obtat 

SWan tann anä^ bit Sormel f=5in ▼.//cos ^^^x*^y au6 
ber Ä^ttlic^en %otmtl f— //cos ^'.3x,3y im §. 57 l^erletten* 

Q6 Qtl)t ndmltd^, tok allgemetn httamt, ein Doppelintegral 
//V.ax.dy, wenn P9x+Q3y furdx unb P'3x+Q'dy für dy 
gefegt toirbi über in 

//V(PQ'-FQ).3x.9y. 
eine folc^e ©utflitution muffen wir akr pornel^men, trenn wir bie, 
afticf)tungen ber kiben ^ren um bk 2BtnfeI « unb ß fo perdnbentf 
baß v=90'*— (a-/?) i(l, S)a6ei gel^t u6er 

ax in dx.cos «— äy.sin ß, 

dy in 3x.sin «+9y.cos ß , 
unbedift alfo: P = 90S «, Q=— sin /?, P'=siu «, Q»cos fl; 
baf)tX benn : PQ' — FQ=cos acos/J-f sin asin/J=cos («— /J)=3sin v, 

ttnb ed gel^t alfo 

cos ^^9x.3y fiter in sin v.cos g\di.dy, 
»ie tel^auptet trutbe, 

5J8ir formen aber ba6 Sntegral f=//cos^3 3x,9y noc^ an« 
ber^ um, inbem wir bie im §• 31 angewanbten 6entraI=6oorbina^ 
ten einfßl^ren, wobei wir wieber tng ^=z fe^en. ©6 ift nun: 

dx= — z sin v.öv-f-cos v.9z, 
3y=5 z cos v.3v+sin v,9z; 
unb alfo : P«— « sin v, Q=cos V, F=z cos v, Q'=sin v ; bal^er 

ift: PQ'— -QP»— z, unb bemnad^ ba^ gefuc^te ©oppelintegral : 

.. z9z.sin V 

antegriren wir nac^ «, fo befommen wir: 

@oIl bad Snteflral für e=o terfc^winben, fo ift: consiÄ+i, unb alfo : 

d&s(i««cos f).dv»2*(siu X f)**dv^ 
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@6 fel^It noc^ iit Formel für btn ©ebtauc^ btt V^fciffen un6 
juge^ftnaen fenfre(^ten'"?lppKcaten, (56 ftt) « bte Sltfciffe tmb ß ixt 
iuse^Sttge fenf rechte ^pKcate tee ^unfte^ M, fo ifl: 

xsatng « «nb Y = ■ ° f alfo: — r— . = d« imb 

cos o l+x 

f = y sin /J.3«. 

S* 39. 
9?a(^ ben fp^drtfd^en ÄegelfdS^nitten (inb unfheitig bte fpl^dtfe 
fc^e <St)floibe unb auc^ bte fpl^drtfc^e ^etteuUnie bte (etnerfen^^s 
»ertl^e^en Satiren. SBenn ein Hemer ^retö, befen Zentrum C uttb 
beffeti Sflabiud CM=CN==r (Fig. 7) t(l, ^uf einem ^oiiptfreife bet 
^uget AB fortroKt, fo tefc^reibt ein ^unft M jeneö ^retfe6 bte 
fpl^drifc^e Spfloibe AFB auf ber ^uget, unb eö i% mm M ton 
A üufjlieg unb ouf B l^erabfommt, offenbar ba^ ©tuet AB beS 
J^auptfretfeö gleich bem Umfange bt6 (leinen ^reife^, b. 1^.: 

< AB=:2» sin r. 

5Berüf;rt ber erjeugenbe Ärei^ btn ^auptfrei^ AB in einem anbereti 
fünfte N, fo ijt ba^ ©tücf AN bed ^auptfreifed eben fo gleich betyi 
SSogen MN beö Keinen Äreifeö. 

S<1 nun ber 2BinfeI MCN=9, fo ift ber Sogen MNa:^ sin r, 
unb alfo: 

ANä^ sin r; ba^er: BNs=:(27r— g)).8in r . 

3ft "^ ba^ fpl^drifc^e Zentrum bed ^auptfreifed AB unb E bie 
mttt oon AB, fo jiel^e man YMP, YCN, YFE, unb e^ ift bann 
offenbar bk ßpfloibe AFB in F l^atbirt; aud^ fmb AP=x unb 
PM«z bie Slbfciffe unb fenfrec^te Slpplicate be^ ^unfteö M . 
SBirb noc^ bie ©el^ne MN gejogen, fo "fyat man: 

PN=s(p sin r — x . 

©6 ift nun weiter: cosMN=cosPN.cos PMsscosMC^coiNC 

'4-sin MG«iin NC* cos q)y ober: 

cos r*+sin r*.cos a 

cos (tp sio r— x) = ■ CO. 

cos z ^ ^ 

3m ©reiedfe MCY ift offenbar: sin MC.sin MGY=sin MY. 
lin MYC, ober: 

. . sin r.sin ^ , x 

8in (<p sin r-— x) « «^ Z ...... (2). 

cos s ^ ^ 
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%(ttd^ l^at matt tiod^ tm Swtecf e MCY : cos MY=cof MC . cos CY 

-+sin MC «in CY cos MCY, ober axx^: 

sin zassin r.cos r (i — cos <p) (3). 

3)iefc ©letc^ung tarn man ater auc^ al^ eine Steige ber teiben 
votiitn barfleHen, mnn man jene jum Ouabrate ex^tbt unb bann 
cbbitt, toobntd) offenbat bie Oröße (9 sin r— x) auö il^nen eli* 
tninirt wirb. 5OTan l^at aber aud^ nod^: 

, , X '*" r sin <» 

tng (9 sm r— -x) = r-— : r — ...... (4). 

° ^^ ^ cos r'-^sin r*.cos q> 

üia^ ben beiben legten Formeln, bit auc^ no^ umgeformt »erben 
Knnen, fann man a«6 bem SBinfel 9 bie ®rßßen x «nb z be^ 
rechnen, unb »enn man ben SGBinfel 9 elimmirt, fo erl^iUt man 
«ine ©feid^ung jwifc^en x unb x, bie »ir burd^ x(^j z)=o anbeu* 
ten, aber nic^t u^irÄic^ aufjleUen, n)eil fte nid^t einfach genug ifl^ 

& 40- 

-. sin z c . . sin 2 r— sin z 

Sa l— cos 9 Ä -: ttnb 1+cos 9 SS . 

sm r cos r sin r cos r 

iH, fo l^at man nod^: 

/(sinz.sin2r— sinz*) 1/ sin z 

sin 9 = : unb tng V 9 =:J/-: ; — • 

sm r.cos r o /• ^ sin2r — smz 

^n$ biefen ^leid^ungen finbet man für bat Siferenjtal t^on 9 bie 
gormel : 

^ cos z,3z ^^>. 

{jap SS " ■■■ I .. ♦ • • ♦ •\pj* 

i^(sin z,sin 2r— sinz*) 

2Bir bifferenjiiren aud^ bie SJormel sin (9 sin r— x)=s — 

ttnb erl^alten: 

... ^ sin r (cos z cos 9 39-4' 'in 9 sin z dz) 

sm r*d9 — 03^=— ———7 r-; — : r r 1 

cos z (cos r'-|-sin r* cos 9) 

ober, wenn wir auf ber redeten ^titt 9 unb 39 fortfd^affen : 

-. ^ (sin r cos r sinz* — sin z4-sin r cos r") 3z 

sm r^39«^gxa=: - ' ' 

(cos r cos z — sm r sm z cos z) . ^(sin z . sin 2r — sin z ") 

SBirb aud^ nod^ sin r . 39 öuf ber linfen @eite fortgefc^afft. 

-\ 

ttnb ba^ 2)ifferenjiatSerl^(5ltniß ^ mit p bejeic^net, fo ^at man : 

tng z. (cos r — sin r. sin z) x^^ 

iA(£m z,sm 2r — sm z") 

unb biefen ifl bie gefud^te, wie man Ht% jtemlid^ einfache ©iffes 
renjialgleic^ung ber fpl^drifd^en ^^tloibt. 

Surc^ gleiche @ub(lttution finbet man aud^ nod^: 



/ 
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. , . ^ •'(sin z sin 2r*-8in «•) 

8in (9) sm r — x) ä — i -^ ttnb 

^ cos r.cos z *•"" 

, , cos r — sin r sin z 

cos (9 sm rT-x)= f 

cos r cos z 

. V'Csin z sin 2r— sin s") 

alfo: tng (» sm r— 1) = ^^. „ ,;„ ^ ..„ . ♦ ♦ * •(')• 

cos r — sin r sm z 

?Bfud tiefen gormein finbin mx nun fc^on ie^t ein iemetfenö* 
wertlM 5RefuItöt 

Sejeid^net man ndlmlic{>, »ie im §, 24, bie ©utnotmale mit n, 

r t X * *°g * w irr * •'(sinzsin2r— -sinz*) 

fo l^at man: tng n= — 5_mib alfo: tng n= -^ . ; — • 

p • o ^jQg y — smr.sinz 

S)ar>er IS)at man benn: = 9. sin r— x, obet: n=PN, »ie in 
bet Planimetrie, 

Um bal^er an ben ^nnft M ber ßi^Hoibe eine 2am 
^^nu ju legen, gief^e man V\t (Seltne MN unb errichte 
baraaf in M ein fpl^drifc^e^ ^erpenbifel, fo ift e^ Vxt 
gefachte San^ente ber ^uroe« 

?lber biefe (5i3enfdS)aft ijl aufer ber @nt(tel;nn8^art oielIei(|^t 
bie t\xi\x^t^ koeld^e bie fpl^drifc^e S^Hoibe mit ber eknen gemein ^at 

§. 41. 

5£Benben »ir nun Vit im §. 54 geiodl^Ite SSejeic^nung^art m^ 
nad^ »eld^er: v=i + p*cos z* unb \i(xi> 2)ifferenjial bed aJogend 
ijl: 3s = 3z. /v, fo erhalten wir: 

sin 2r-— sin z sin r* 



v = cosz*. 



sin 2r — sm z 



-. ^ -, i/sin 2r 

alfo: ds= cosz.dzK r— 



sin z sin r' 



sm 2r — sm z 

unb man überfielet f($on, bag bie Sntegration au^fü^rtar ijl, ol^ne 
unenblic^e Steigen anjumenben. 

9Bir formen jebod^ biefe^ ©ifferenjial noc^ um, inbem xtxt 
00m SBittelpunfte C beö erjeugenben ^reifed auf bie 9?ormaIe MN 
ein ^erpenbifel CS fdHen, \it^txi ßdnge wir mit k bejeid^nen, yxxa 
\i(x^ S)ifereniial bed 93ogen6 baburc^ au^iubrücFen* 

e^ ift ndmlid^: 

9.1 c -^ « sin r cos % a 
tng r . cos -== tng k, unb alfo: sin k =-^7- : — ^ . 7 ■ .y 

ober: sm k* ==- — : — \yJ- zl ; unb ba aucb nocfe 

2 — sinr*(i — C0S9)' ^ ^ 

. • sin2r— sinz ^ sin z ,^ - ^ ^ 

l + cos9)=— : -Uttb 1—008 9=7 xft, fo tat 

sm r cos r '^ sm p cos r 
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mon offenkt: sin ksssln r,[/- 



sin 2r — sin z 



sia 2r — sio z sin r 



a 



s =2 2cos r' 



I obtt rucrttdrtd: sin z==-, — r ( i r- V, 

I sinr r^ \ cos k^ 

^ 2sin2r.cosr* sin k « dk 

copet: cos z.dz=« ; ;: • ,3 > 

sin r' cos k* 

^tl^tn tt^alm tx>ix füt ba6 S)tferen)ial bed SBodenö beit folgen:' 
btn einfachen ^u^btudP : 

()s=4 cos r'. — s • 

cos k 

SWöd^en wir nun i)on ber im mttm SJanbe (©eite 290) bed 3«>ut? 
nale^ für bte tetne unb angewanbte SSItatfymatit ibefd^rte&enen Cdn^ 
gefunctton ®ekaud^, fo ift: 

(«^ + ^-^) • 

wenn bad Sntegtal für k==o rerfd^winben, b* ^^ iit fiSnge be6 
Sogen^ Don ber üDtttte F ber Surt^e an gered^net werben foK« 3ft 
alfo CS=k, fo tjl ber Sögen FM=s. 

S. 42. 

^nd) bk SXxiCLbvatnt ber (Spftoibe gelingt, ol^ne «ngefd^loffene 
Slu^brucfe anjuwenben. 3il df ba^ ©ifferenjial ber glocl^e, fo 
l^at man nad^ §« 38: df»sin z.di, unb alfo: 

«« cos r — sin r.sin z . ^ . 

diÄ-TTr-; ---_ , — ^ -tng z • d sm z . 

V(sinz.sin2r — sm z ) 

©e^t man jur Sl6f urjung n=5in z, fo l^at man: 

_ - u* 3u cos r — u sin r 
1 — u* y^ (u sin 2r — u*) 

Sie Sntegration biefer %otmtl gelingt am bequemten auf folgenbe 
SBeife. SBir {erlegen ba^ X)tfereniial in: 

(cos r — u sin r) 3a (cos r — u sin r) 3u 

"* (i— u^ . •* (u sin 2r — u* ) •* (u sin 2r — u') 

©e^t man nun: 

^ (sin t sin 2r — sinz)* 

tng w » : . 

^ sin r — sin z.cos r 

sin z 



unb sin « as |/ 



sin 2r 



f 



- fco» r — :U sin r) 3tt 

tttfo: aC2cQsr'.«-^»inr.ir(ttSin2r— a')]= ^ ^.^ 2r— u*) ^ 
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2)al^er M taan benn: 

f=^— 2cos r'.o— sin r./fsin z sin 2r— sin «•)-fconst. 

©oll t>a6 Sntegral für ä=o wrfc^winben, fo ifl: const=o; 
tttib will man bie JjxSlfte AEFA ber ganjen ?l??a Ij^abcn, fo ^at 

man sK«2r ju fe^etv wobutd^ v^=jr unb «= ^ »irb* Sal&et ifl: 

AEFA = TT — w cos r'. 
S* 43. 

Um ju ber S5erecl^nung be6 Ärummimgdl^aftnieffer^ für bm 
$Punft M ber Surpe, welchen wir mit ^ beseic^new, ühttffiQt^n, 
feßen wir, wie im §• 54: 

3 (p cos z) 

^= dT^' 

unb ed ift bann: tng g = 



pv sm z — q 

5D?ön ftnbet nun aber: 

sin r.sin z cos z (cos r* — 5 sin r cos r sin z +sin z*} 

V^(sin z «in 2r — sin zO** 

unb l^ierau^ folgt nad^ einiger Siebuction weiter: 

pv sin z — q = 
—sin r sin z cosz' (cosr* — 3 sin r cos r sinz + sinr* sinz*) 

/■(sin z sin 2r — sin z*) 

Da^er l^at man benn: 

V^(2 cos r — sin r sin z)'. V^(sin r , sin z^ 

tng fl= ; : : —— : r— : r^ ♦ 

cos r — 3 sia r cos r sin z-4-sin r sin z 

©iefer Slu^brucf wirb eittfad^er, wenn man bie 9tormafe MN m^ 
fül^rt, welche mit N bejeic^net werben mag. (S6 ijl ndmlic^: 

_. cos r — sin r sin z , *i- 

cos N = cos z « cos n = ■ ' ' , Wtib alfo : 

cos r 

sin r.sin z = cosr (i-f-cos M)» 

X)al^er l^at man benn nac^ g^l^5riger dlebuction bk i^ormel: 

_ sin N ,(1 -|-cos W ) ^ 
°^^"^ 1— cosN— cosN* ' 

weld^e in fo fern bemerfen^wertl^ ift, aU fte im diabiai r bei er^ 
jeugenben Äreife6 gar nic^t ent^Ält^ 
^an l^at aber auc^: 

sin N , , ^,^ 

S. 44. 
Bit gelten ju ixx imhm ttam^unbtntm fpi^rifd^en Quxvt, 
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btt ÄettettHttie, üitt. (S^ fe^ in Flg. 8 ber »(nfanä^punft V, 
irnb M ein «Punft b^r 6uw^ bcfien Slbfcifie VP=x unb fenfrcc^te 
5lppCicate PM=z fepn mag; Q fep ba6 fp^drifd^e Zentrum beö 
ote ?l6fciflrenlinte bienenben ^auptfreifeö VPV. SSBenben »ir bie im 
pietten 93anbe (@ctte 288 u. f. fO bed Soufnaleö für bie reine unb 
Ängewanbte ^atimaiit tefc^riefeene Sejeid^nungöart an, fo ijl bie 
©leic^ung an bie Surt^e: 

tng z = tng a.SoÖ (xcota), 

ober, »enn »it ber Äürje wegen a=tng a fe^en: 

tng z='a,6o^(-j • 

©ie (Sonflante a mag ber Parameter ber Surt^e l^eißem gur 
X = o i)at man offenbar z = a ; b. 1^., bie bem ©d^eitel A ber (Surt^ 
iuael[)6ri3e STppIicate VA ijl ber Parameter felbft. 

3u gleich großen unb entgegengefe^ten SBertl^en oon x gel^oren 

burd^auö gleid^e 2Bertl&e oon «, ftbrigenö ijl z immer <::90*', benn 

i 
attjererjl für x=- wirb z=90*l 

Salier Iduft bk Suroe mit jwei congruenten Slrmen nad^ ent^ 
gegengefe^ten ©eiten oon i^rem Scheitel A inö Unenblid^e fort, 
unb ndl^ert fic^ baki f ortwol^renb bem fünfte Q, vrelc^er i^re 
Slfpmptote ift. 

©ie ßinie VAQ mag bie iwtitt 2(re, unb ber J^aupttreid 
VPV bie erjle Site ber Suroe Reißen* 

Sie beiben Slrme ber Surt^e fc^neiben einanber offenbar in 
mel^reren fünften : A, A', A", A'", it., »eld^e fdmmtlic^ in ber jwei* 
tenSlxe liegen, ©ie biefen fünften §ugel^örigen2lbfciffen ftnb offenbar: 

±o; ±n; ±2n; ± Stt; • . . . ± nxp . ♦ ., 

unb wenn hit biefen. Slbfciffen jugel^origen Slpplicaten ber JJlei^e 

12 5 » 

nad^ (ejeic^net tt^erben mit z, z, z, z, « « « , z, fo l^at man alTgemein: 

tng z = «*S0^ (^j 0t>« 



tng z = 



cos L ( — ) 






Xf A * » ~ 

Die ®r6ßen tng z, tng z, tng z, tng z, , , i tng z . . Jus 

Un eine SReil^e, in »eld^er man anö jwei ndc^jl oorlE^erge^enben 
©liebern immer ba^ folgenbe ®Iieb berechnen fann, unb jwar nac^ 
ber gormel: 

tng zssc.tng z — tng z, 
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tn weld^r ber conflante ffactor c= 2 6od^^= -r-r iff. 

^'^ cos L(lj 

S. 45. 
Um ttne Sangente an ben ^unft M ber (Suwe ju legen/ 

bif erenjiiten wir bie ©leic^unfl bet (5ur»e, unb inbem »it p == -gj 

feßen, tefommen »tt: 

sin a 
^ ^(sin z* — sm a^) 

©teilt TM bie Sangente für ben ^unf t M btt ßurre bar unb 
f<^Itefit jte mit ber 2lpp.ltcate PM bm SBinf el v unb mit ber erflen 
?lre an T ben SBinf el v ein, fo l^at man auc& : tng v/ = p . cos z, unb alfo : 

sin a 
tnSV= ^(3in z*— sin a«)' 

ober einfacher: sin z.sin v^=sin a. 

5Birb alfo oon P ba6 2otl^ PS auf bte Sangente MT gefdUt, 

fo ijl au(^: sin FM.sin V' = sin z . sin yjtssin PS, «nb bal^er: 
jpg S5S a. 

Salier l&at bk Äettenlinie bie c^arafteriftifc^e ©igenfc^aft mit 
ber eknen Äettenlinie gemein,, bafi baößotl^ PS immer oon 
conjlanter ßdnge unb jwar bem sparameterVAgleid^ifl* 

9?un i(l aber immer: cos PS*=cos 92+ cos v'* bber auc^: 
cos ^rscos z«sin ip; bai^er ^at man aud^: 

tng z « öos g)=:sin a» 

S)a ferner tng PT=:tng ^'♦sin z ift fo l^at man jur SJe* 
ftimmung ber ©ubtangente PT ; 

/(sm z^— sm a*) 

t>ai Sifferenjial beö Sogenö ber Surve tjl 9ss=9z,t/'v unb 
e^ ijl: v==i + p* cos z*} alfo: 

sin z* . ^- 

v=s -: — r— : — ^, unb alfOT 

smz* — sm a* ' 

sin z*9z 
~" ^(cos a^ — cos z^) 

/ cos z\ t^i 

Salier i(l: s«arc ( cos = ) + const. @oH alfo ba^ 3n^ 

. V cos ay 

tegral pir 2=a, b* !&• für xr=o, oerfd&winben, fo l&at man bk 
einfädle Formel: 

cos z=scos a«cos s. 

3hm tfl <An au^ in bem m S red^twinWigen ©retedfePSM: 
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COS PMsscos PS .cos MS ober cos 2 = cos a.cos MS; bal^Dr 

^at man: cos S==cosMS, ober e6 ifl ba6 ©tficf MS ber Zan^ 
gente gletc^ bem SBogen AM btt Suroe, tote bei berebenen 
Äettenlinte* 

2)aber tann man ftt^ bie Äettenlime aU abgeioicfelt oor* 
(leffen. S)aö ßot^ PS lag ndtttlic^ attfdnalic^ auf VA, mb jtoar S 
ouf A mb P auf V; tti biefer befonberen Slbwicfelung 
befcbreibt ndmnd^ ba^ im ^nbpuntte S ber geftredFten 
guroe AM ober SM errichtete ^erpenbifel PS, inbem 
e6 biz conftante Sdnge be^ ^arameter^ bet;dlt, mit 
feinem Snbpunfte P einen Jg>auptfre{^ unb jn^ar bie 
erfle ^xe ber Suroe« 

S. 46. 

Um bte Sage ber 2!angente unb in^befonbere bk Sage tl^re6 
<5ittf(bnitt^ T in bie erfle ?Ire nad^ il^rer Slbl^dngigfeit oon ber 
®röße ber 3I6fciffe VP = x barjufleKen, formen wir ben oorl^in 
erl^altenen ?lu6brudf für tng PT nod^ um in: 

^ t^(tng z*— tDg a^) 

tns a 

ttnb e« ifl alfo : tng PT = ^r—- . Seim SBat^ftn wn x 

ndl&ert (tc^ aber Sng (-) inö Unenblid^e ber Ordnje @in^j ba« 



l^er ifl PT immer >a unb ndlf^ert fic^ in^ Unenblic^e abnel;menb 
bem SGBertl^e a beö ^arameterö. gür ben ©d^eitel A ber ©uroe ifl 
bie ©ubtangente PT am größten, ndmlic^ == 90 "l 2)a6 9(bne^men 
oon PT ifl aber immer mel;r unb me^r retarbirt. 

©tetfen wir auc^ bie ®r6ßen % yß unb s in il^rer ^(bl^dngigs 
feit oon ber ?lbfciffe x bar, fo l^aben wir bie einfad^en ^Jormeln: 



tng s = sin a . (Bitl (— )' 

cos g> « ©0^ — = cos a, 
a 

cos tff i= Stng f — j . cos a ; 



unb au^ ber legten gormel folgt bann nocb: 

tng PT « cos yt = sin a. 

©e^t man x= - , fo l^at man tng sä -, unb alfot» 1 
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{um ^u^tufe b0t SSnge eine^ sonjeir 9ntie6^ bcr Xettenlinfe 
jwifd^en bem ©c^ettel A unb bem Slf^n^totenpunfte Q; bolzet ifl 
bte ganje ^ettenlinte=s9r, b* 1^ fe (attg,. aU bte J^dlfte 
eineö |>aupttreife^^ ttelc^e ©rßße^ auc^ immet: itt 
Parameter a b'ev 6ttvi>t l^üben mag. 

S. 47. 

Slud^ bie Üuabtatur b« Äetfenfinie fül^rf jtr einem einfache» 
Sflefttitate. 2)ad 2)iffetenjial ber ^äd^t ifl ndmlic^: h^^sim.dx, 
«nb alfo: 

-p sin a . sin z . ^5? 

cos z»v^(cosa^ — cos x') 

%ü^xt man btn Sogen s famm^ feinem 3)tffetenjfale tin, fi> 
"^at man: 

&f = tng a . r 

cos s 

mÄ alfo: f = tng a . £s, »enn ba6 Sntegral fn« xa=o imb alfr 
auc^ für s = o oerfc^ttJtnben foBL SBie in ber Planimetrie bei 
ben (Spirallinien l^at man aud^ l^ier j^u bebenden, bafi, toenn ber 
Sogen s Unger, ol^ ein @e»inbe, genommen wirb, man eine gWc^ 
exf)&it, bit jum Zlycil über einanber liegt, wooon alfo »ieber ein 
2;^eil abgenommen werben mufl. 

9Wan l^at alfo auc^: Sing (f cot a) = 2ng Sf = sIb s , 

j cos z 

unb 6oö (f cot a)=:6od ßs Ä = 

cos s cos a 

$• 48. 

Um' einen allgemeinen Slnöbrucf für bk ®rßße bed Jlrömmungö* 
]^albmeffer6 r jn ftnben, fefeen »ir wieber d (p cos z)=^qdz nnb 
erl&altett : 

— sin a . sin z . cos z 
"^^ /(sin 2*— sin a*)^ 

Av jr •/* • sin a , tng z <. *#^ 

SludS^ iH: pv sm z — q=:: -— -^ — - — r— r-,' «»b alfo: 

/(sm z*— sin a^J'* 

CO& z « sin z* 

tngr=: : * 

sin a 

5ur z=90** ijl: tng r=o; b. 1^., für ben'ifnnft Q berßnroe 
i(l i^re ^ritmmung unenblid^ gtofi, unb jwar ekn beßwegen, weil 
ba6 le^te ©ewinbe ber 6uroe ftc^ unenblic^ nal^e an ben ^mtt 
Q legt^ 

^an ^at au<6 : tng r = 



COSZr-^COSz' cos a COS S — COS a' COS s* 



.• / 



sm a sin a 
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©ei ber eknen Äettenlinie tfl bet ^rummungei^altmef er itttmet 
ber 9tormaIe gleich. Sejeic^nen wir biefe mit N, fo ifl nun: 

tilg N . sin ^ = tng z, 



mb alfo tng N = 



sin z* 



Sin a « cosz 

©al^er ijl mm: tng r=tng N. cos ;e2 ^jj-^ r immer Heiner, 
aU N, unb jwar beflo mel^r, je großer x ober auc^ z n?irb» 

Sufaß» 2)ie ©leic^ung ber efcenen ^ettenlinie ifl z=a ^o^f-X 

mb wenn man if;re (56ene ju einer Splinberfldc^e frommt^ 
ba$ bie etjle 2(re ein Äreiö wirb, fo fann eine Äugel, 
beren SRabiuö mit bem SRabiiiö jeneö Äreifc6ü6erein(limmt, 
bie ßtjlinberffdd^e innerlid^ in biefem Greife terülf^^en. ^ro^ 
jijirt mön bann oom ?(RitteIpunf te berÄugel an^ bk ^ettenlinie 
axitf ber ß^IinberfTöc^e auf bk gldc^e ber Äuget, fo ifl bie 
^rojection bk eten tefc^riefcene fpl^drifc^e Äettenlinie» 

31 n f^ a n 3« 

SBenn in ber ©leicr^ung P.t+Q. u=A, bie Uibm ©rofen 
P «nb Q aU Functionen einer unb berfelOen btütm ®roße unb 
ba^er Functionen oon einanber jinb, I;inge3en A eine ßonjlante 
itbtutzt, fo änbert ber ipauptfreiö, woju bk ©leid^ung gel^ort, feine 
ßage — man er^^dlt- eine fletige golge oon ^auptfreifen, beren 
jeber oom näd&jlfolgenben gefd^nitten wirb, unb eö ifl fd^on im 
§♦ 32 ein Sluöbrucf für ba6 2BinfeIbifferenjiaI hergeleitet worben, 
wel(^e6 biefem @rf>neiben entfpricl;t. Die ©leic^ung an ben folgen« 
ben Jg)auptf rei^ ifl ndmli^ : 

dP.t+aQ.UÄ=o. 

55Mrb biefe ®Ieic^ung mit ber oorigen »ertunben, fo ftnbet 
man bk SIremSoorbinaten beö 2)urc^fcl;nittöpunfted mittelfl i^ret 
trigonometrifc^en Slangenten t unb u ; ndmlic^ : 
t - A9Q -Aa p 

V- P9Q--Q9P «"*^ """-paQZTQäP' 

S)a nun ater ein 3ufammenf;ang jwifd^en P unb Q Qtatt 
flnbet, weld^er burc^ bie ©leie^ung V (P, Q) =* o angebeutet fepn 
mag, fo fann man au6 biefen brei ©leid^ungen bie ®toßen P unb 
Q eliminiren, woburd^ man ju einer ®Ieic^ung ip (t, u)x=o jwi« 
fc^en t unb u an eine ßuroe gelangt, in weld>er bk ©urd^fc^nittö:? 
punfte ber fletig auf einanber folgenben ^auptfreife liegen, obgleich 
bie Jg)erleitung ber ®Ieid^ung tp (t, u) *= o an biefe Sur»e eine 
(Elimination jweier ®r6^en oorau^fe^t, fo (onnen wir gleic^wol^I 
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an btn T>ntd)^^mtt$pmtt M ober (t, u) hkfn (Smxh eine %<m^ 
gente (egen« 

t)k ®Ui^uni an tiefe SEongente tf{ ndmftd^: 

wenn unter (x, y) ein »iHKrlic^er ^unft berfette» »erflanien tttrfr^ 
Sifferenjiirt man akr bie ©leic^ung: 

tnbem man P unb Q, t unb u ate t^eränberlid^ onfteH f^ ^l^^tt man : 

pat+tap+Qau+D3Q=o; 

unb »irb l^terDon \ivt ©(ei^^ung tdP+u^Q, = o fuWral^ir^ fo Mei6t 

nur noc^: 

P. 3t+Qdu=«o 

^ 3u P 

tber ST— = — — • 
dt Q 

J)affelbe S)ifferenjial»erl^dltmg ftnbet man aud^ wenn man bie 
rorl^in für t unb u aufgehellten STuöbrücfe bifferenjiirt» ©alf^er \^ 
benn bie (äleid^ung an ixt 2!angente ber @ur)>e: 

P, 

y — U = — -(X— t), 

ober: Qy — Qu + Px— Pt = o, unb wirb (le ju ber ©leid^ungi 
Pt + Qu = A. abbirt, fo ftnbet man : 

P.x+Qy=A; 

b. |>v ber burd^ M gei^enbe unb in M wm ndd^ftfotgenben ge^^ 
ft^nittene ^auptfreiö feftfl ifl eine 95erül^rung6linie ber 6uri>e fftr 
ben ^unft M berfelben. 

SEBenn alfo nac^ irgenb einem ®efe^e auf einanber folgenbe 
Jg)auptfreife gejogen werben, fo f ann man i!e atfe ate Seru^nmg^^ 
linien einer ßuroe anfe^en, unb wenn ba6 erwdl^nte ®efe^ burd^ 
eine ®Ieid^ung 9 (P, Q) == o au^gebrudft ifl; fo fann \iaxa\xi> bie 
®(eid^ung an bie Suroe l^erge(eitet werben* 

SBo^ l&ier oon j^auptfreifen bewiefen \% tann leicht auf telie* 
(ige Suroen au^gebe^nt werben, \ivt noc^ irgenb einem ®efe^e (let^ 
auf einanber folgen. 

SBon ten fpl^arifd&en Sinicn ber ^weiten £)rl>nung. 

Sie oHgemeinfle gorm ber ®Ieid^ung an eine ßinie ber jweiten 
Orbnung ober an mtn fpi^drifd^en Äegelfc^nitt ifl: 

Ax* + 2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + G == o^ 

xoixcn ein ^unft IVT ber Surre mit (x, y) tejeid^net wirb* 3lfrer 
ungeachtet biefe ®leid^ung mit ber affgemeinen ®{eid^ung an \i\t 
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»olE)l bte ©i^cufjion betfeiten ungleich ^röß^te« ©jd^Äietiafeiten 
ÄU^efe^t. 

©ie me^tt ©c^trtetigfeifen fallen akr »eg, wnn man fcuwl^ 
mt 6DDrt>inatem23erttJanbUing temirft l&at baß bie bliebet 2Dy 
unb 2Ex in bet (Sleic^ung fe{>lett; toa^, mie fpdtet gejeigt »etben 
mrb, immer Uttixtt werben tarnt« Die @leic^ung ^t bimn bie 
^infac^ere gorm : 

Ay^^. 2Bxy 4- Cx* 4- Gss o; 

<iUt ber neue $(nfang^punft i)ot bann gegen bte Surpe eine be$ 
fonbere Sage. 3^^^ tnan eine @erabe burd^ i^n, fo j|t i^r^ ©(eicbunj 
von ber gorm: 

nnb t?ertrnben wir tiefe ®teic^ung mit bjer teerigen, fo erf^alfen 
wir bie ßoorbinaten ber Reiben ©urc^fc^nitt^punfte M mh W, t>k 
wir mit (x, y) mh (x' y') tejeid^nen* (5^ finben ftd^: 

— — c — c* 

*'^'*"*^A«^ + 2Ba-+C^ *''"'*^*^A«2+2Ba+C^ 



«nb alfo: ±/'(i + x^-f y^)=/(l+3t'^+/'); b» i^., ber neue 
Slnfang^punft ^alfeirt bann bie ©ei^ne MJVr in atkn if)un ßagen 
ttnb l^eißt bewegen ber Mittelpunkt be^ Jtegelfc^nittö ; iebe 
turd^ if)n ge^enbe fpi^drifc^e @e^ne aber l^eißt ein ^nxö^mtfUt 
ttt QnxH. 

Slber in ^injid^t auf ben OTittelpunft l&errfc^t eine große !8er:» 

fid^iebenl^eit jwifc^en ben ebenen unb fp()drif(^en «kegelfc^nittenj 

?(nmerfung. SEBenn ber ?lr^nwinfel Um rechter, fonbern«T 

i% fo l^at man gleic^wol^l: ±/(i + x^4-y*+2xy cos v) 

==/(i + x'2-f.y'*4-2xy cos v); b« f^., ber neiie Slnfang«^ 

puntt ^Ibirt bk @el)ne MW, wie )>or(;in. 

Um nun a\x^ ber aHgemeinen ®teid^ung Ay24.2Bxy + Cx' 
+ 2Dy+2Ex+G=o bie ßage be6 9BitteIpunfte6 ju finben, 
ttei^men wir bie Soorbinaten-SSerwanbltmg wirHtc^ oor, inbem wir 
für X unb y bte teiben fotgenben 2lu6britcfe futflituiren : 

PiL31±ILunb Pj+lii±iy , 

a^ßx—yj « — /5x— y.y 

®ie Sortfc^affung ber 9lenner gibt bann bie ©leiclbung: 

A (p' + q'x + r'y) *+ 2 B (p + qx + ry) (p'+q'x + r'y)+C(p+qx 
+ry)^+2D (p' + q'x + i'y ) («— /?x— /y) + 2 E (p + qx +ry) 
(«— /Jx— /y) + G(«— ^x-./y)*=r o, 
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mld^ burd^ »eitere (Snttx>idtlmQ wkbtt bit ^orm btt t^cnsen 
er^dlt; ndmltc^: 

2)te Sonjlanten biefer ©leid^ung ftnb, aitögebrficFt burd^ bit 
6on(lanten ber Dorigen, bte folgenben: 

A'= Ar'2 + 2Brr' + Cr*-~2DiV — 2Er;.+ Gy^, 

B'caAqV + Bqr'+ Brq'+ Cqr— Dq>— Dr'/?— Eq;.— Er/J+G/J;.^ 

C'c=Aq'24.2Bqq'+Cq^— 2Dq'/J— 2Eq/?+G/J2 

D'= ApV + Bpr' 4-Brp'+ Cpr— Dp>+Dr'a~Ep;r+Era— G«;., 
E'= Ap'q'+Bpq'+Bqp'+Cpq— Dp'/J+Dq'a— Ep^4 Eqa-Ga/J, 
G'«Ap'24.2Bpp' + Cp24-2Dp'« + 2Epa4G«2 

SBirb ber neue ^Infangöpimft V ober (t, u) mit bem \}mQzn 
V burc^ mt ßinie VV == c »ertunben, mld)e ntit bcn Dottgeu 
S(ten bte ©infel m unb n, i^ren aSerWngerung aber mit bcn htU 
ben neuen Slxen bit SBinPel m' unb n' einfd^Iießt, fo IJ^at mau 
nad^ §. 19: 
T=m + n unb v' = m'+n', ferner: 

p BS sin c « sin n; q=sin n cos m' cos c 4-' cos n sin m'; 

r SS sin n cos n' cos c — cos n sin n'; 
p'sasin c ♦ sin m; r' = sin m cos n' cos c -j- cos m sin n'; 

q'^ssin m cos m' cos c — cos m sinn/; 
ossscos c sin v; /Hessin c « cos m' sinv; ;/s=:sinc. cos n' sin v. 

eolt nun ber neue SInfangöpunft V ber ^Wittefpuntt fejftt/ 
fo muf bk umgeformte ©leic^ung bk einfachere gorm: 

A' . y2 +'2 B'xy + C'x* + G'= o, 

l^aben; b. (;., eö muß D' = o nnb E'=o fei)n. ©ie Sfu^brucfe für 
D* unb E' lafien ftc^ aber barftelTert, wie folgt: 

(Ap' 4- Bp + Da).r +CBp'-f-Cp-f Ea).r— CDp'+Ep+ Ga).y=D', 
(Ap' + Bp-fD«).q'+(Bp'+Cp-fEa),q— (Dp'+EpH-Ga)./J=E% 

P K P' 

- unb u = ~ 

a a 



mb mil t = £ unbu = — ifl, fo l^at man, wenn ju nod^ größerer 



^(Murjung ffir ben SlugenbKcf gefeßt wirb: 

a=l; «^'= V; h=Iunb b'=i, 
bk beiben @(eicl^ungen: 

(Au-f Bt-f D) b' + CBu + Ct + E) b^Du+Et + G, 
(Au + Bt4.D)a'-|-(Bu + Cl + E)a = Da + Et4.G, 

we(d^ umgeformt werben fönnen in: 

An^Bt^^D _ b-^a Bu+Ct+E _ a^->b^ 

Du+Et+G "^ ba'^ab' ""'^ Du+Et-^G "^ ba'— ab' 
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fBttbtn dbtt tte 2BeirtJ>e: 

«inncosnl'casc-l^cosBsmm'' «Eamcos «r/cosc 

^ "^ &iDC£Osm'siii (m+n) ^ ^ — cos m sin m' 



Ä = 



sinC'CO« m'iin^m-f-n) 

«in<m cos ii' cos c 
- sinn^osil'cosc— CQsnstnn' ^^ ^ cos m sinn' 

sin e cos n'sin(m-f-n) sin ccos ri'sin(«i4-n} 

futjtttuirf, fo ttmt man bie fceiben ©leic^ungeni 

Bu+Ct+E , Au-fBl+D 

Dber (nac{> §. 4) lenblid^.: 

Bu+Ct+E , Au+Bt+D 

Da+Et+G == *^" '^"* ^ "«^ Du^£t + G = "+* '"^ ^' 

itttb biefe Uibm ©leid^ungen, wotcmö bet neue IStofang^punft V^ 
i>ber (t, u), welcher jngletc^ bet gefwc^te SKitt.elpunft ift fce« 
ilimmt »erben fanq, jinb glekl^bebeutenb mit ien ©leic^ungün 
D'=o unb £^=^0. eiiminitt man ron ben kiben ßJtP^en t unbu 
rine auö ben kiben ©leic^ungen, .fb ftnbet man jur Seilimmung 
bet anbtnn eine cuHfd^e ©leic^mg, worauf gef^Ioffen »irb^baji 
ein fpl>(itifc^e.t ^egelfid^itt mel^r ate @inen ©ittelpunft l^akn fann, 
unb eö wirb halb nad^J^er <icl^ jeigen, iaf et »itflic^ btei 
reelle 90?ittelpun|te J&af^ einen inti.eren ütib j»ei 
äußere. ?(ucl^ wirb bann 9tecl^enfc^aft geflefcen werben fonnj^n von 
ber g^orm ber fo ekn erl^altenen ieiben ©leic^ungen. 

§. 52. 

Um burd& einen ^unft M ober (x, y) beö ^egelft^mtf^ eine 
Slangente ju legen, l^at man bk ©leid^ung : 

imb wejtn wir auö ber tSleic^ung Ay*^2Bxy4-Cx*4 2Dy-i-2Ex4- 
•G=o baö erfte 2)ifferenjial»erl^dltniß jiei^en, fo i(l eö: 

dy ___ By+Cx+E . 

Bx Ay+-Bx+D * 

By+Cx4-E 

tal^er ifl bie ©leid^ung: y'— y=— . ^ ■ (x— x),^beratK|: 

CAy+öx4-D),y'+CBy+Cx+E)x'+Dy+Ex + G=o, 

^an fann biefe ©leid^ung auc^ alfo orbnen: 

Ayy'4-B(xy'4-yx') + Cxx'+D(y4-/)4-E(x-4-x04-G=:o. 

SBenn mit ber ©leic^ung Ay'-|.2Bxy4-Cx^+2Dy4-2Ex+G=o 
bie ®Iei(^ung ay-f bx=c m einen ig)auptfrei5 §ufammenger>alten 
t»irb, fo dibt e^ eine aSebingnngögleic^ung für bk ßonjlanten ber 
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leiben &Uid)unitn, tvelc^e erfüllt fepn muf^ man fid^ bie Mbtn 
Stnien Berühren foOem ^an finbet, »ie tn bet Planimetrie^ bie 
geftu^te 99ebtngung^g(e{(l^ung: 

(B »— AC) . c '+2(BD— AE)bc +(D '— A G)b «+2(BG— DE)ab 
+2(BE— CD)ac+(E^-.CG)a^=o . 

©te (BUid^ntii m bk erfle Site tjl y=o, unb »enn fle »o» bet 
Cun>e krül^rt werben foff, fo ^at man bte JBebinguna^gleid^ung 
E2=c.G; eben fo l^at man bie Sebinaung D^^A.G^ »enn ik 
^mitt Site »on ber Sur^e beröl&rt werben foll* 

§• 53. 

iS^ Mgt fld^ aud^, wenn ein ^unft P gegeben ift bie ©leid^nng 
an ein ©Aftern jweier burc^ il^n gel^enben Jg)auprfreife ftnben, 
welche teibe einen gegebenen Äegelfc^nitt berühren, beffen ©leid^ung 
wie por^in fe^n mag: 

AyH2Bxy+Cx^+2Dy+2Ex+G=o , 

e« fe9 ber ^mtt P bejeic^net mit (x', f); bie ®leid^ung an itn 
$mn ^auptfreiö fet): 

ttttb an im anberen: j—f=a' (x—x')* 

^an l;at alfo: y-— ax=;y'— «x', unb hk ®ebingung, ha^ biefer 

j^auptfreiö ben ^egelfc^nitt berul^re, ijl alfo: 

(B'^AC) (y'-^axO'+2(AE— BD).a(y'-«xO+(D'— AG) a» 
+2(DE— BG)«+2CBE— CDJ (y'— ax')4-E»— CG=o , 

2Birb ik ©leid^ung nad^ ^otenjen i?on « georbne(,fo erl^dlt man: 

r (B ^-~ AG) x7^— (AE— BD)/— (CD—BE) x^ 4 BG— DE "| 

^ L (B2— AC)x'2— 2(AE~BDX+D2— AG J 

(B^.>^AC>y^'»+2(BE— CD)y^4-E^--CG _ 

"^ (B2~.AC)x'^— 2CAE— BD)x'+D2~AG "" ^* 

Die SBurjeln biefer ©leic^ung flnb « unb «, unb man l^at: 

(B^^AC)x-/-(AE-~BD)/~(CD^BE)x-+BG^DE 
'*^"' (B2-AC)x''-2CAE-.BD)x'+D^— AG ' 

« fl/^ (B^--AG)/^-^2(CD->BE) /4.E^--CG 
"' '^ (B*— AC)x'*-2(AE— BD)x'+D2— AG* 

Slber ik Oleid^ung an iai (Softem ber beiben Jg)auptfreife ifl: 

(y-y)'-(«+«) (y~y') (x-xO+««'(x-x')*=o , 
«nb werben |)ierin hk r>nW gefimbenen SBertl^e fubftituirt, fo 
l^at man hk ©leic^ung: 

(y-/)' [(B'— AC)x'^-.2CAE— BD)x'+D2— AG] 
-- 2(y -/) (x-x'j . [(B 2-. AC) x'y'- (AE-BD)/-(CD - BE) x' 

+BG— DE] 
+ C^-^9*-[CB'— AC)/«-.2(CD^BE)y'+E2-.CG] . 
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@te gejlattet nod^ eine dtebuction unb i(l bann: 

+ 2(AE-BD) (y-./)(xy'~yO +2(BE-CD) (x-x') (» /-yO 

+ 2(DE-BG) (y-y')(x-x') = o . 

SBenn ber ^unft P jugletd^ hit Slnfang^punft ift fo f)at ntan 
bte einfad^ere ©letc^ung: 

(D2— AG)y •+(E2— CG)xH2(DE - BG)xy = o . 

2Benn D^— AG=o unb E»— CG=o ift b. 1^., wenn bie kiben 
€iotbmatens9lyen fel6fl SernJ^ningöUnien bet 6uwe finb, fo et* 
l^dlt man bie einfache @leid)ung xy=o für baö ®i)flem bet tetben 
betül;tenben ^auptfteife, mie aud^ fepn muß; benn xyss=o ijl bie 
©leic^ung an bat> ©loilem bet teiben ßootbinatensSlren felbjl. 

§• 54 

2)ie auf bie Stellung bet aSevü^rung^Iinien 93ejug i^aknben 
€on(lructtonen jle^en im engen Suföwitnen^ange mit ber j^atmo« 
ntfc^eu Stellung, ©n Sogen ABCD cFIg. 9) l^eißt (in ben ge* 
nannten piet fünften A, B, C, D) ^armonifd^ getl;eilt, wenn 

sin AB. sin CD=sin BG«sin AD 

i(f, unb eö Üßt ficf) biefe ®Ieic^ung umfotmen in: 

sin AC.sin BD=2.siri AB. sin CD=2.sin BC.sin AD,, 

th^t md) in : 2cot AC=cot AB+cot AD . 3(1 fetnet Q bit 
^itU von AC, fo I;at man noc^: 

tng QA2=tng QC*=:tng QB.tng QD , 

Sl6et füt bk analiotifd^e ©pi^drif tebarf eö einer allgemeineren 
Umformung, n^elc^e man erj^dlt, rnenn man in bem l^armonifc^ 
get^eilten Sogen einen wiKfürlicI^en ^unft P annimmt, um bk 
ßage ober Entfernung ber 2l^eilpunfte A, B, C, D in Sejiel^ung 
auf if;n ju tejlimmen. 35em gemdß erl^dlt man bie Formel: 

(tng PB— tng PA) (tng PD — tng PC) = (tng PD — tng PA) 

(tng PC— tng PB), 

welche in fo fern ju temerfen ift aU man fogleic^ ufcerfiel^t, ba^ 
man in il)x bit oier (Stößen tng PA, tng PB, tng PC, 
tng PD um eine unb biefeUe fünfte winfütlid^e S^H 
k oetmel^ten batf, oi^ne ba^ babutc^ bie ©leid^ung 
gejlött witb. (Sm gleich Semanbtniß T^at eö eten beßwegen auc^ 
mit bet folgenben feleic^ung, weld^e butd^ bk Umfotmung bet 
ootigen gefunben toitb: 

2,(tngPA,tngPC+tngPB.tngPD)=(tngPA+tngPC) (tng PÄ 

+ tngPD), obet: 

2,(cotPA.cotPC+cotPB,cot PD)=(cotPA+cot PC)(cot PB 

+ cot PD) . 
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$• 55. 

3ie^ man burc^ einen ^unft P ober (t, u) eine xtiütüxUä^ 
&ttübe, fo ifl i^n ©Wc^una: 

y— u=a.(x— t), 

Die 6um, beten ©leic^ung Ay*4.2Bxy+Cx*4-2Dy+2Ex+G=o 
fepn mag, mtht bapon in btn fünften M unb N gefc^nitten. 
SEBenn « feinen 2Bert^ dnbert, b» 1^., wenn ftc^ bk gejc^ene ©e^ 
tabe nm beh ^unft P bte^et, fo töcfen bie fünfte M unb JV in 
»erdnberlic^en Slbfldnben »on P auf bem Umfange bet ßuroe fort. 
Slber »ie (xd) tiud^ immer bie fiinie PMN um P breiten mag, fo 
Axbt eö gleic^wo^l einen fe(len, bem ^nntte P jugel^örigen ^upt^? 
freiö, wopon bie ßinie PMN in einem vierten fünfte Q fo ge^ 
i^nitUn tüirb, bap PMQN l^armonifd; get^eilt fei), ober: 

sin PM.sin QN = sin MQ.sin IVP, 

Q6 fet) nömlic^ ay4-bx4-c=o bie ©leid^ung an btn burd^ Q 
gel^enben Jg)auptfrei^, ober auc^ a(y— u)+b(x— t)4-au-f.bt+c=o , 
©ubftttuirt man barin y— u=a(x— t), fo ^at man jur SBeflim* 
mung oon Q bie gormel: 

au-|-bt-|-c 

X— tsss — - * 

aa-j-b 

^rojijirt man bie »ier fünfte P, M, Q, N pom (Sarbinalpunft-e 
Y ber jweiten 5lre auf bie erfte, nnb ftnb F, m; q; N' ber SRei^e 
nac^ {(;re ^rojectionetv fo ^at man alfo, mnn ber Slnfang^punft 
mit V tejeic^net wirb : 

au+b 

Um aud^ bie fünfte M' unb N' ju teflimmen, frrm^n wir bit 
©leid^ung an bie (§utn um in: 

A (y-u)»+ 2B(y-u) (x-t) + C (x-t)2-|. 2p{y— u) + 2q(x-.t) 

inbem wir jnr 5l6furäung fe^en: 

p = Au + ßt-i-D; q = Bu + Ct + E 
r=Au*+ 2Blu + Ct»4-2Du+ 2Et + G , 

aSirb nun wieber y — u=a(x— t) fut>flifuirt, fo erl^ölt man: 
unb i^terauö folgt: 

(tng VM'-tng VF)+(tng VN'-lng VF) = ^^^^, • 
(tng VM'-tng VF) . (Ing VK'-tng VF) = ^^.^^Bc+C ' 
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Sfl nun bie Stnie PMQN I^atmonifd^ Q^t^tilt, fo t|l e6 wegen ber 
^roiectibilitdt ber IE)armonifcf)en Sl^eilung auc^ bie ßinte FM'Q'N', 
imb «mgefe^tt; ballet l^at man nad) §♦ 55 bie ©letc^ung: 

2(tng VPMng VQ^+tng VM'Jng VF) = 
, (tngVF+tng VQ') (tng VM'+tng VFJr 

in ber ttJir ater »on jebeß Cinienftücfe^ trigonDmetrifd^er Tangente 
fubtral;iren tng VP', woburd^ bie ©leic^ung übergef^t in: 

2(tn2 VM'— tng VF) (tng VF— tng VF) = (lng VQ'—tng VF) 

(tng VM'— tng VF+tngVF— tngVF), 

unb werben I)terin bk vorf^in aiifgcflettten 5(iiöbrucfe fubflituirt, 
fo etf)ält man bie einfädle aSebingungögleicf^ung : 

fpa+q) (au + bt-f-c) 

r = f 

aa+b 

welche für jeben SBertl^ von « erfülft fei)n muß unb böiger in iit 
kiben folgenben jerlegkr ifl: 

r,a=p (au+bt-j-c), 
r,b=q (au+bt+c), 
a p 

worauf ntä} fcfgt : r = - • 

©e^t man bal^er a=p.k nnb b=q.k, fo rerwanbelt Itd^ bie erjte 
&Ui^iinQ in: 

rpk=p (pku+qkt+c), 
b. I)., c=k(r— pu— qt), 

J)a^er ifl bie gefuc^te ©leic^ung an b^n burc^ Q ge^enben ^anpU 

ober: py+qx-fr— pa--qt=o. 

SBerben für p, q, r bit 2Bertr;e fubilituirfjo f)at man nod^ einfod^er: 

(Au+Bt^-D),y+(Bu4-Ct+E).x+Du+Et+G=o. 

2)iefe bem fejlen ^nntu P in Sejie^ung auf einen fpf;drifcben 
^egelfc^nitt jugel^orige ®erabe l;eiße, wie in ber Planimetrie, b i e 
polare beö ^unfteö P; ber ^unft P ^ti^t umgefel^rt 
i^r ?PoL 

Sebe burd^ ben wilffürlid)en ^unft P gel^enbe (Seltne ober (Se^ 
cante PMN wirb oon il^r in einem fünfte Q f^armonifd^ gefl^eilf. 
giegt ber ^unft P im Snnern be^ fpl^drifdften Äegelfd^nittö, fo 
Hegt bi^ polare be^ ^unfte^ P an^etf)alb be^ ^egetfc^nittö, unb 
umgefel^rt ßiegt ber ^unft P tn ber Qnm felbjt, fo gel^ feine 
polare burd^ if)n xinb ifl eine Sangente ber ßuroe; benn in biefem 
gaffe jlimmt bit ©leid^ung an bit polare mit ber im §. 52 gc^ 
ftinbenen ©leid^nng an bit bnt^ btn ^nntt P gei^enbe Tangente 
»offig öbereim 
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@leid^ung an feine polare : 

SBenn htr ^unft P ober (t, u) außetl^alt be^ Äegelfd^nitt« 
Heat, fo wirb bie ßuroe oon feiner polaren in jtoei fünften ge« 
fd^nitten. Sejeid^nen wir einen biefer Reiben ^mttt mit (X, y'), 
fo ijl alfo aud^, eben weil er in ber polaren liegt: 

(Au + Bt + D) y' + CBu + Ct + E) x'4'Du + Et+G = o, 

ober, anberö georbnet: 

(A/ + Bx' + D) u + (B/ + Cx' +E) t + Dy' + Ex' + G = o, 

ßegen wir afcer biird^ ben ^xxntt (x', y') eine Sangente an 
bk (Snroe, fo ijl if;re ®Ui(i)mQ : 

(AZ+Bx'+D) y+(By' + Cx' + E)x + D/+Ex' + G=o. 

5fl nun: y=u, fo ijl offenkr aud^: x = t; b. % ber ^unft 
P ober ber ^ol ber polaren liegt in einer jeben oon ben htibtn 
Sßerül^rungölinien, wcld)e bnxd) bk beiben Durd^fc^nitt^punfte ber 
ßuroe nnb ber polaren gejogen werben, unb ip alfo ber 2)urc^ 
fc^nittöpunft biefer betben Serül^rungöliniem SebeSerül^rungös 
fel^ne ijt alfo ein ©tücf oon einer polaren unb il^r ^ol ifl ber 
Durc^fd&nittöpunft ber beiben S^angenten, weld^e burd^ bie (StA» 
punfte ber S3erü^rung^fei^ne an bie ßuroe gelegt Werbern 

©aber walUn bmn in 2lnfel^ung ber bie Tangenten, ^ole unb 
«Polaren betreffenben ßonflructionen biefel6en ®efe^e ob, welche in 
ber Planimetrie für bk Äegelfcf^nitte Idngfl befannt ftnb unb biet 
nur wieberbolt würben» 5lber ein ®efe^ mad^t bi^i^^on eine ?lu^» 
nabrne: 2Benn man ndmtic^ bk SJJitte einer S5erübrungöfebne mit 
ibrem ^ole burc^ eine ©erabe utbinb^t, fo gebt bk Verlängerung 
berfelben nid^t immer, wie in ber Planimetrie, burd^ btn inneren 
SWittelpunft ber ßuroe. 

Der ^ol P ftebt mit ber ibm jugeborigen polaren, beren 
©leid^ung i(l: 

(Au + Bt + D),y + (Bu-f Ct + E)x4.Da + Et-f G=o, 

nid^t immer in einem fold^en Sufammenbange, bafi er jugleid^ ba^ 
fpbdrifcbe Zentrum biefeö ig)auptfreifeö wdre ; benn bie ©leid^ung 
an einen i^auptfrei^, ber ben ^unft P ju {einem fpbdrifcben Zentrum 
l^at, i(t nad> §• 6: 

(u -J- 1 cos v) , y -f (t + U cos v) ^ x + 1 = o. 

Sbentijtjirt man biefe Oleid^ung mit ber oorigen, b. ^., fe^t 
man: 
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Bo+Ct + E .. ^Au+Bt+D 

- — l-— — ^ =st4-u cos V Uttb .=r — r-?; — r-^=a+tcos y- 

Du+Et + G ^ - Du + Et + G ^ ' 

fo f)at man ben Slu^btucf itt SBebingung, unter weld^er ber ^unft 
P jugleit^ baö fpl^drifc^e Zentrum feiner polaren i<t, S)iefe iciben 
©leit^üngen teftimmen, abgefel&en »on einer tni^gfic^en Stt^eibeutig^^ 
feit, bie ßage bt^ «Punfte« P i^oKf ommen, unb .(tnb biefetten, »elc^ 
htt §♦ 51 jur ©eflimmung ber ßage be6 5Wittelpunfted ber 6uri?e 
felbft gefunben n^urben. 

35a^er l^aten wir eine jweite geometrifd^e Sebentung bei 
SWittelpunfte^ einee fpi^örifd^en Äegelfd^nittö; er tft 
nimlic^ berjenige ^tl, »eld^er jugleic^ aU bai fpH- 
rift^e Zentrum ber ii^m juge^ßrigen polaren bient 

ßtegt ber Wittelpunft P außerhalb beö fpf^drifc^en Äegelfd^nitt«, 
fo fönnen »on i^m an^ jwei Sangenten an bk Surve gelegt »er« 
ben, unb ba nad^ §• 56 bie 93erul^rung^fel>ne ein ©tucf ber polaren 
be« ^unfte6 P unb alfo jugleic^ m ©tucf beö J^quptfreifed iftr 
weld^er P jum fp^drifc^en ßentrum l^at, fo ;fl offenbar jebe Sans 
gente, fo mit jie jwifd^n P unb bem Seru^rungöpunfte entl^alten 
tft gleid^ 90**- 

©in dußerer 5ßittelpu«ft ift bal^er ein fold^er, i?on toeld^em 
ou6 jtt^ei Sangenten an bie ßurve gejogen »erben fonnen, fo ba^ 
jebe biefer Reiben Sangenten jwifc^en jenem fünfte unb bem a3es 
rül^rungöpunfte bit ßdnge oon 90° l^at. Der dußere SRittelpunft 
trennt ben fp^drifd^en Äegelfc^nitt oon einem fi^mmetrifd^en (ju* 
gleich congruenten) anberen, unb ^at bie ©igenfdf^aft, ba^ er jebe 
burc^ i^tt gel^enbe ®erabe, n^oburd^ bie beiben ©troen oerBunben 
»erben, l^altirt ©in fold&er ©urdS^mefier mag eten beßwegen m 
Äußerer genannt werben, unb jwar nid^t tloß beßwegen, weil er 
fi4> außerl&alb be6 Äegelfd^nittö Bejtnbet, fonbern eben fowol^I beß^ 
wegen, weil er bem Äegelfc^nitte nic^t an unb für fic^, fonbern 
attererfl in 95ejug auf eine jweite, mit jener in notI;wenbiger SBer* 
tinbung ftebenbe fjommetrifc^e Suri?e jufommt 2)affetbe bient aud^ 
aU ®runb ber Benennung „dußerer SÄittelpunft." 

SBenn man ben nod^ unbeftimmten ^unft (x, y) mit F be* 
jeid^net, fo fann man in Sejug auf ii^n bie teiben oorlf^in tt^altmm 
®Ieid^ungen anber^ orbnen, woburc^ man er^dlt: 

(Ay+Bx + D)u+(By + Cx + E).t + Dy + Et + G=o 
unb (y4-xcosv),u4-(x4.y cosY).t4.i=:o; 

unb werben nun bie teiben 6Hei(^ungen ibentiftjirt, fo er^tt man 
bie Ibetben 93ebingungen : 

Bj+Cx+E ^ Ay+Bx+D . 

Dy-jE^T-G = ^+y ''' " «"^ Dy+£x+G ^ 7+- cos r. 
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mbnxd^ btv ^anft P', »eichet wn P um 90° atfle^ teflimmt 
i9, mb ba tiefe @Ietc^ungen mit ben jur 93eflimmuna t^on P bie^ 
nenben »otigen ©leid^ungen biefelben pnb, fo i(l alfo aud^ P' ein 
SSflittüpuntt, mb in^befonbere ein dupetet SWittelpunft, wenn P ein 
innerer war; bie polare beö ^unfteö P gel^t bal^er burc^ F unb 
bie polare be^ ^unfte6 F gel^t umgefel^rt burc^ P. ' 

^Uminirt man auä ben beiben ©(eid^ungen jur SSeflimmung 
vvn P' bk GJrdfe y, fo er^dlt man eine cubifd^e Oleiiiung jnr 
93ejlimmung t>on x ; bie eine SBnrjel biefet ©leic^ung ijl x, bie 
anbere t, unb ba bk jugef^origen fünfte F unb P um 90 '^ t>cn 
ümnbtt entfernt ftnb; fo Unb hibc fünfte reel, wenn einer eö 
ijl, unb bal^er fmb oud^ bie teiben $Iöurjeln t unb x reel, wenn 
eine eö ift. @ine cuWfe^e ©leid^ung fann aber nic^t eine unmög^ 
lic^e unb i»ei mögliche SBurjeln l;aben; bal^er ifl auc^ bk btittt 
SBurjel berfelben moglid^. 

5)a^er i^at benn ein fpl^drifc^er Äegelfc^nitt brei ?WitteIpunfte 
P, P', P", bk ie jwei um 90** pon einanber entfernt ftnb, unb 
alfo bk Qdm eineö fp^örifd^en 2)reiedfd PPT" jinb, worin ieber 
SBinfel 90° l)at 2)enn waö oorl^in oon P' in aSejiel^ung auf P 
bewiefen ift gilt offenbar auc^ t^on P" in SBejug auf P unb F, 

Sie polare eineö jeben biefer brei fünfte gel;t alfemal burd^ 
bie beiben anberen fünfte unb fdlft alfo mit ber ©egenfeite be6 
J)reiecf^ PP'P" jufammen. ©o weit eine folc^e ^polare eine ®ef;ne 
t(l, ifl ite aud^ ein 2)urc^mefier unb fann m J^auptburc^s 
meffer ober eine S(re beö Äegetfd^nittö genannt werben. 

3ufa^. Wimmt man an, baß ber SBinfel v=90°fe9, fo l^at 
man jur 93eftimmung ber brei SÄittelpunfte P, P', P" unb 
alfo aud^ ber brei J^auptburd^mefier bieöleicfeungen: 

Bj+Cx+E _ Ay+Bx+p ^' 

Dy+ExH-G"" ""^ Dy+Ex+G ^' 

Ex^ + CG— C)x— E . 

?luö ber erften jiel^t man: y = ßZIjjI ' " 

wirb biefer SBertl^ in ber jweiten fubflituirt, fo erl^ält man 
bie offenbar cubifd^e ®Ieid^ung: 

(AE— BD),x» + (AG — AC+B^ — D^),x + DB— AE _ 
"^ (BE— CD)x+BG—DE 

Ex^+(G>-C)x->-E 
B— Dx 

T>a ieber oon ben brei SRittelpunften P, P', F' feinen ©e^ 
genpuntt l^at, fo wirb burd^ biefe fec^ö ^mfte unb bk fic^ 
in i^nen fd^neibenben J£>auptbur(^meffer bie ^ugelf[<!!d^ in ac^t 
Dctanten getl;eilt. 
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S. 58. 

2)te Qikid)mi an btc Tangente bet Sut»e für ben ^mtt M 
ober (x, ^) berfelben i(l nac^ §. 52 : 

(Ay+Bx + D).y' + (By + Cx+E).x^+Dy + Ex + G=o, 

imb htt Sufammenl^ang jirifcBcn x unb y i(t bann angegeben bur0 

bie ©leid^ung Ay*+2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex4-G = o Ott bk 

Cutüe feHJfl. Um baö fpljdrifc^e ßenttum (t, u) biefeö ^anptfreifee 
jtt kflimmen, t?ergleic^en wir feine ®Ieid^ung mit ber @kiö)mQ: 

(u-f-tcos v).y''+(t4-u cos v).x''-f l = o, 

wora«^ öuf ber ©teKe folgt : 

Av+Bx+D ^ ^ ßy+Cx + E 

W Tf 1 p g=ü + tco$ V unb 'Xir 7r ==t + QC0SY. 
Dy-{-Ex+ G Dy+Ex-|-G 

SBerben biefe ®Ieic^ungen umgefef;rf, fo ^at man: 

_ AE— BD+(t+n cosv) (D^— AG)+(u+tcosv)(BG— DE ) 
*^B^ — AC + (t4-ucosv)(AE— BD)-f(u4-tcosv)(CD— BE)' 
CD^BE 4- (t+u cos V) (BG->-DE) + (u+t cos v) (E^^GC) 
^ B'— AC+(l+u cos v) (A£— BDj + (u + 1 cos v) (CD— BE) 

unb burd^ biefe teiben S(u6brudfe ijl ber 93erul^rungöpunft M auf 
bem Umfange eine^ ^egelfd^n^ttö tejtimmt ffir ben -^atf, ba^ bk 
burd^ il^n ju legenbe Slangente einen gegebenen fp^drifc^en OTittefc 
punft M' ober and) (t, u) ^^aim foll. 

3(1 M' ber ?lnfangdpunft, fo i(t ber berfi^renbe ^auptfreia 
-offenbar bie ßarbinale unb man erWIt 

AE— BD . CD— BE ,. x AE— BD 

^==T^i:AC«"^y=BT=AG^^''' 7"=CD:=BE 

jur Sejlimmüng beö SBerül^rung^punfteö M. SBenn aber biefe bei« 
ben SBert^e ber ©leic^ung Ay ^ -|- 2Bxy 4- Cx * + 2Dy + 2Ex+G==:o 
nic^t ©enüge leijlen, fo ijl M fein aSerul^rungöpunft, fonbern ber 
^ol einer polaren, bereu fpj^drifd&eö Zentrum ber STnfang^punft iflr 
b. I^v ber ^o( ber ßarbinalen. 2Benn öberl^aupt bie obigen aKge:: 
meinen Slu^brücfe nid^t anf bit ßuroe paffen, fo ifl ber ^unft M 
ober (x, y) ber gefud^te ^ol einer ^Polaren, bereu fpf^drifc^^ Sen» 
tnm M' ober (t, a) gegeben ijl» 

§lnmerfung- Sn ber Planimetrie ifl ber burd^ bie 2lu6brficfe 

AE— BD ^ CD— BE ^^ . «. «^ - w . r 

* "^ Bg-.AC "^^y~ gj-— r^ bejhmmte ^ntt jebe^mal 

ber 5»ittelpunft ber @ßipfe ober ^)^ptrM. 3n ber (Spl^drif 
l^ingegen ifl M ber ^ol ber Sarbinalen, o^ne ein SWittelpunft 
ber ©uroe ju fet^n. ®irb ber Äegelfd&nitt auf eine ebene 
projijirt^ fo ift bie ^ptojection beö ^oleö ber (Sarbinafen ber 
SWittelpunft beö erl^altenen ebenen Äegelfc^nitteö. 
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S. 59. 

©eßt man jur SlWfirjimg : N=B 2_AC+(t +n cos v) (AE— BD) +. 

(u+t cos V) (CD— BE j unb n = AE^— 2 BDE4-CDH(B*— AC). G, 

fo finbet man oti^ bm o^tgett affgemetnen ^u^brficfen: 

n (u-{-t cos v) 



Ay+Bx+D = 
By + Cx + E = 



n (t^-u cos v) 



W 



Dy + Ex + G=^r 



Olfo: Ay2 + 2Bxy + Cx2+2Dy+2Ex+G=|[y(a+tcosv)4- 

x(t + ucos v) + i], 

<Sott alfo bet ^unft M ober (x, y) ein ^xintt bet ßurve un& 
ba^tt Ay 2 + 2 Bxy -f-Cx2-f2Dy + 2Ex + Gs=o fepti, fo l^at man 
bie einfache Sebinflung^gletc^unä : y (u + 1 cos v) + x (t + u cos v) 
+ i = o; benn bie ®Ieic^ung n = o mtbe antfbxMtn, böß bie 
©leic^ung Ay2+ 2Bxy + Cx2+2Dy + 2Ex+G=:=o einem ®D- 
jjleme r>on jnjei Jg)auptfteifen angej^örte» 

Sene ©(eid^ung war vorauöjufeI;en, »eil ber ^mtt M ber 
(5urpe aud^ m ^mtt ber SBerür^rungöIinie ijl» 

5Berben in ber ®Ieicl()ung bie Sluöbrörfe für x unb y auö §. 58 
ftttjlitiiirt, fo »erwanbelt fle fid^ in : 

(£2— GC) (u + tcos v)2-f 2(BG— DE)(t + ucosv)(u+tcosv) 
+ (D2— AG) (t+u cos v)2 4.2(CD — BE).(u + t cos v) 
+ 2(AE— BD)(t + a cos v)+B2— AC=:o. 

Diefe ifl nun bie gefuc^te @Ieicl^ung an eine jweite 6ttirpe> 
»eld^e mit ber erften nad^ §♦ 25 in einer fold^en SBe^felbejiel^ung 
(le^t, ba^ bit fp^drifc^en ÜÄittelpunfte ber Tangenten ber einen 
Öd> Jebe^mal in ber anbtnn befinben. Sebe 9?ormaIe ber einen ifl 
auc^ eine 9iormaIe ber anberen; aud^ ifl nac^ §. 55 bi^ (5»oIute 
ber einen gleichfalls bie Evolute ber anb^xtn, (Jnblic^ ergönjen pd^ 
il^re in biefelfce gtormale fallenben ^rummungSJ^albmeffer iebeömal 
jur feflen ©umme==90*l 

5ßJenn ba^ ©oorbinaten^S^ftem red^twinfelig ifl, fo »irb bie 
®lei(^ung, in ber wir nun auc^ y für u unb x für t fc^reiben, eins 
fad^er, ndmlic^: 

(E^— GC).y=+2(BG— DE)xy+(D2— AG)x2+2(CD— BE)y 

+2CAE— BD)x+B«— AC = o, 

©eßen wir jur ^Ifeffirjung: 
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A' = E2 — CG, 
B'=BG— DE, 
C/=D2— AG, 
D' = CD^BE, 
E' = AE--BD, 
G'=B2— AC, 
fo ijl bk ©leic^ung: A'y2 + 2B'xy + CV+2D'y + 2E'x + G'=o. 

3Wati tann bk eine ßuvue etwa toegen bet SBed^felbejiel^ung 
bie te Cipro fe ber anbeten nennen. 

3n bet ©leic^ung Ay2 + 2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + G = o 

finb bie ßoefficienten D unb E jeber gletd^ 9tull, »enn einet von 
ben btei gWittelpnnften bet 6ut»e jum Slnfang^punfte genommen 
tt>itb, unb umgef el^tt. SSenn afcet 1) = E = o iji, fo i(l offenbat 
auc^: D'=E' = o. S)al^et l^aten benn offenbat bie htibzn 
(&ntr>tn btefelben btti ^TOittelpunfte. 

3ufa^ i. SBenn füt einen »ißfütfid^en ?lnfang6punft bk 
Eatbinale aB eine ^polate angefel;en »itb unb Ay*+2Bxy 
+Cx*+2Dy+2Ex+G=o bie ©leic^ung an einen Jleget 
fd^nitt i(l, fo i(l btt ?Pol biefet ^polaten, weichet mit (t, u) 
bejeic^net fei)n mag, bejlimmt butd^ bie beibenOIeid^ungen: 

Aa+Bt-fD=o unb Bu+Ct+E=o, 

tootott^, me im §. 58, folgt: 

^ AE— BD ^ CD— BE 

tss ■ unb u = * 

ß2_A<: B»— AC 

S!)a mn dm bk ©letc^ung an bk tectptofe (S^am t(l: 

(E*-^GC)y2+2(BG— DE).xy+(D*— AG)x2+2(GD— BE)y 

+2(AE— BD)x+(B*— AC)=o, 

fo i(l in 99eiiel^ung auf {te bk ^olate be^ ^nfang^punfted 
au^gebtudft obet beiKmmt bUtc^ bk @leic^ung: 

(CD— B£)y+(AE— BD)x+B^— AC=:o (nad^ §. 65), 

^ CD— BE . AE— BD . 

^^^- B^=IC-y+ B^=Ac"+^=^' 

b. I^.: u.y+ta+ls=o. 

Sie ^ate beö Slnfang^punfte^ bet teciptofen ^tu ijl 

alfo ein ^(üipüvü^, befien fp|)4tifc^e^ ßenttum bet in ^in« 

fid^t auf bit etfle Suti)e Bejlimmte ^ol bet (Satbinale ijl. 

S)a nun abet in Slnfel^ung bet befonbeten 2age be^ ?(n^ 

fang^punfteö im JBotaud nic^tö fejlgejleUt t&av, fo l&aben 

toit ba^ folgenbe allgemeine S(;eotem beriefen: 2Benn oon 

jwei Äegelfd^nitten t nnb k' bet eine bet teci* 

ptofe beö anbeten ifl, fo gel^ött ju einet ^ola^ 

ten p bet einen 6utoe iebeömal eine ^olate p' 

5 
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bet ötiberen t^cn btv ?Irt, baß ba^ fp^tift^^Sem 
trum bet einen Ijebeemal bet ^pol bet anbeten 
ijl, unb nntfleCel^tt 

Sufa^ 2. SCBenn mit bn ©leid^ung Ay*+ 2Bxy4-Cx^+2Dy 
+2Ex+G=o bk eWeid^itnfl y cot u+x cot IbbsI jufams 
mengel^alten »itb, fo fcetöl^ten ftci^ bk Beiben ßinien, tt>en« 

(E*— CG)cotu«4.2(BG— ED)cott,cotu + (D*— AG)cott* 
+2(BE— CD) cot u+2(BD-.AE) cot t+B*— ACäo i% 

©e^t man in biefet JJotmel: 

u=90*4-u' unb t^go^i+t', 
: fetnet tng u'=y unb tng i'=x, fo r;at man bk ©leicbuna: 

(E2-CG)y •+2(BG-ED)xy +(D ^-AG)x «+ 2(CD-BE) y 
+ 2(AE-BD)x+B2^AC=o; b. ^., ba ^mH (x, y) 

muß ein ^mtt bet teciptofen ßuti^e fe^n, wenn bk gege:: 
Bene (EntH i^om J^auptfteife, befien ©leid^ung y cot u 
+ X cot t=i ijl, 6erüf;tt wetben fott. 2)et ^unW (x, y) 
tjl a6et offenbat ba^ fpl^dtifd^e ßenttum biefeö J^auptfteife^. 

% 60. 

Sie ßonflanten bet hüben ©leid^nngen Ay *+2Bxy +Cy *+ 2Dy 

+2Ex-}-G=o unb A'y«+2B'xy+C'x-+2D'y4.2rx+G'=o flehen 

in einem bemetfen^wertl^en Sufammenf^ange. mbet man n&mli(fy 
auö bet legten ©leic^ung bk an bk teciptofe (Sum, fo muß man 
offenbat bieetjle ©(eid^ungmtebetftnben; b. ^., eömufi bk ©(eicbuna 

(E'^-G'C0.y^+2(B'G'-D'E0xy+(D'2_A'G')x-+2(C'D'-B'E0y 

2(A'E'-.Ba)0x+B'«-.A'C'«o wiebet mit btt ©leic^ung Ay» 
+2Biy + Cx»+2Dy + 2Ex + G=:o jufammenfaffen, xinb in bn 
Z^at tt^&U man, mnn jut ?lf»futjung tckbet gefegt \oirb: 

n=AE*— 2BDE+CD*+G(B*-.AC), 

bk folgenben einfac^^en ?lu6btücfe: 

E'2-«G'C'=n.A; B'G' — D'E' = n B; D'« — A'G'= nC- 
CD'— B'E'=nD; A'E'-^ B'D'= n.E unb B'2_A'C'==n .g! 

SEBetben fte fubflituitt, unb twitb bann btt allen ©liebetn gemein:^ 
fc^aftlid^e ^actct n abgewotfen, fo ge^t offentat bie etfle ©leicbung 
tckbet If^etpot» 

fdilbtt man fetnet, bem m^btnde n d^nli^ bm «Tuöbtucf : 

11'= A'E'*— 2B'D'E' + C'D'2+ G' (B'^—A'C) 

fo Wßt et fid) umfotmen in : ' » 

^s ^ (A'E'— B'DQ»-^ (D'«-A' G0(B'^-A'CO 

~~K} ' 
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imb dfo: n'= — paJiQQ. — 9t>bix emf^u^er: 

§• 61. 

Um nun einen adgemeinen ^u^brudP für ba^ ^iferenjtd^ 

v^x 

SBogend 3s == -7 (nad^ §. 26) mb m^ fut ben ^tnmmmQ€f)ali>i 

dy 
tneffer j^etjuleiten, feften »it: p= j^; bann tjl: 

cirL By+Cx + E ,. +Dy4-Ex 

'^ Ay 4- Bx 4- D ' "^ Ay 4- Bx + D 

. (Dy + Ex + G) 

OOet: Y — Pisa — ■^— ^^ . 

^ P* Ay + Bx + D 

Salbet iit: 

__ /[(Ay + Bx + D)^ + (By + Cx + E)^4- (Dy + Ex -f G)^] 
' Ay + Bx + D 

5lBirb fetnet flefeßt: ^ =9f fr f^^^rt man jundc^fl: 

(By+Cx + D)(Ap+B) — (Ay + Bx+D)(Bp + C) 
' (Ay + Bx + D)^ ' 

Bv + Cx 4- E 

.«nb wnrb für p btt 28m^ p— jJ^^^^^j^ futfHöiirt, fo ^ot 
man: 

(By + Ci + E) . [(B«— AC) x + BD— AE1 
+ (Ay + Bi + D) [(B^— AC)y + BE — CDl . 

^ : (Ay + Bi + D)^ 

Sitefet ^uöbnuf geflattet abet eine nami^af^e ,diebuction, wo: 
burd^ man fiabit: 

[AE"— 2BDE+CD^-f G(B*— AC)3 s 

^■~ (Ay+Bx+D) s ' 

<>*•«• ^= (Ay+"ixVD)»- 

9?ttn ifl ater ber 9lu^btnä für ben Ärummunfiöl^aftmefiet r na(^ §• 26: 
tngr= r— — unb w=t^(i+x»+y*); alfo l^at man: 

. „,_ i|/r (Ay+BxH-D)'+(By+Cx+E)^+(Dy+ Ex+G)»V 
tngr--|/ ^ T+IhTF^ J' 
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irotin unter n, rrie tin§.60,t)erflanbeniotrbber conftante$(udbiru<f: 

n = A£2--2BDE4-CD2+G(B^— AC). 

35iefe formet für tog r i(l, ongefe^en bi^ SJoÖjldnbigfeit ber 
©leid^ung Ay* + 2Bxj + Cx^ + 2Dy + !jEx 4- G = o, fel^t einfa<|>. 

25er Sfit^brudf für tng rijl:« - , utibalfo: §«=90° wenttn— o ifl, 

Die 99ebmpns^gletcl^ung n ^o brudt aBer au^, bafi bte ©{etd^ung 
Ay^ + 2Bxy + Cx2+2Dy + 2Ex+G=o jerlegkr fe9 m j»ei 
Gleichungen be^ erflen Q^rabe^, unb alfo nic^t einem fpl^rifdl^n 
Äegelfc^nitte, fonbern einem ©^fleme jweier J^auptftetfe angel^are. 
t)af)tt ift ber <Krämmung6^aIBme|Ter tim^ fpl^drifc^n ^egelfd^nittd 
immer <::90^, wenn man btn i^m jugel^örigen ^rümmung^frei^ 
mit bem Keinften SRabiu^ Ufd)niH, unb >90^; »enn man il^n 
au^ einem 6entrttmJefc^reiH»rf^^öfc«? ®egenpunft beö ijorigen ijl* 

(Sin anberer d^arafterijKfc^er Untevfc^ieb ber ebenen unb fpl^ds 
rifd^en Äegelfd^nitte in ^Tnfe^ung ber 9KitteIpunftö6e(limmung wirb 
gewonnen, wenn man bk ßinie unterfud^t, worin bie 9ÄitteIpunfte 
aller fpl^drifc^en Äegelfü^nitte liegen, weld^e burc^ Pier gegebene 
fünfte M, m; ^, K gef>en^ ^an fann burc^ biefe i^ier ^nntte 
offenbar brei @t)fleme r>on jwei Jpauptfreifen legem fiegen wir je^t 
bur(^ M unb Äi' ben eripen tmb burd^ N, N' btn jweiren J^ai^pt^ 
freier weld^er ben erften in V fid&neiben mag unter einem SBinfel 
= V, unb nel^men wir biefe beiben J^auptfreife ju. SoorbinatemSfreUf 
alfo Vjum ?Infangöpunfte. 2(uc^ fe^en wir: tng VM==a, tng VM' 

= a; tngVN=:b, tngVJS' = b'. 3(1 nun Ay2 + 2Bxy + Cx2 

4.2Dy4.2Ex + G=:o bte®Ieic^ung an ben burd^ bie oier fünfte 
M, M', N, K gel^enben Äegelfc^nitt, fo f)at man jur Seflimmung 
ber ßonjlanten bie ©leid^ungen: 

Ca2 4-2Ea + G = o^ Ab^^ 2DI} + G = o^ 
Ca'* + 2Ea' + G = o, Ab'^H- 2Db' + G = o ; 

nnb f)mau^ folgt: 

2aa' * 2bb' * aa' ' bb 

B 

ba^ Serl^dltniß - aber bleibt unbeftimmt SBerben bit gefunbenen 

ix 

SBertl^ fubjKtnirt, fo erl^dlt man bie ©leid^ung : 

Y» /2B\ x2 b+b' a + a' 

bb' \G/ "^ aa' bb '^ aa 

ober aud^ nac^ SBegfd^affung ber 9?enner: 

aa' . y •+ 2B . xy + bb'x^ — aa' (b -hb') y— bb' (a+a') X +aa' bb'=:o, 

wenn man ben Soef^cienten 9on xy wieber mit 2B bejeic^net 
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Seflimmt ftnb alfo mx bte (Soefffcienteit : A ==i aa' ; C = bb' ; 

I) = — aa' (^-^'); E==— bb' fl^'\ Uöb G= aa'bb'. 

ffiirb ber SSlitttlpmH bn ßurt)e.bur(^ (t, u) bejeic^net, fo ifl md) §. 61 : 

Au + Bt+n==(Du + Et + G).(u4.t cos v), 
Bu-}-Ct + Es=(Du + Et + G).(t4-u cos ▼). 

Um nun bie ®Ieict)un9 an ben Ott be6 ^mtte^ {t, u) ju etl^ölteji, 
<elimmitt man bie @t5ße B, woburcl& man etl^filt-: 

Aa2— Ct2+Du— Et=(Da + Et + G) . (u^ — l^), 

itnb in ber bur^ biefe ©(eicbung au^gebtucften ^ur^e Uegen nun 
tie WlittdpnntU aütx ber ^egelfc^nitte, »eld^ biirc^ bte mx ge^ 
gebenen fünfte M, M', N, W gelegt werben f önnen. ' £)iefe ^ur^e 
ge^5rt nun offenbar ju btn ßinien ber britten Orbnung, ba f;tngegen 
bie Ortfecurpe für bie 9Äittelpunfte ber eknen Äegelfdjnitte, welrf^e 
iurc^ t)ier gegebene fünfte gelegt werben Knnen, befarintlic^ wieber 
ein ebener Äegelfd^nitt ifl* 

S)ie gefuc^te 6ur»e gel^t offenbar burd^ ben 'Slnfangöputift V, 
unb alfo überl^aupt burc^ bie brei ©urd^fc^nittöpunfte ber bret 
<S9fleme Don 4><^uptfretfen, welche ebenfalls burd^'bie oier gegebenen 
fünfte gelegt werben fßnnen. 

©erben fiir A, C, D, E^ G bit t)ori^in gefunbenen 2Bert&e 
fubfKtuirt, fo erl^dlt'man: 

aa'u^-bV t^+bb'^lti\-^a{^jt^^ 

S. 63. 

3n Fig. 10 fin^ burd^ bit mx gegebenen fünfte M, M^, N, K 
Ik brei ßinienfi)fteme VMM' unb VNN% WM'N' mb WMN, 
M'ÜN unb MÜN' gelegt, mUbt ftd& in V, U, W fc^neiben, 

£)urc^ biefe brei fünfte gel()t alfo bie gefuubene fiinie ber britten 
Orbnung. 9San fann aber nod^ mel^rere fünfte ftnben, burd^ 
weld^e biefe ßinie ebenfalls ge^t @eßt man nömlid^ in t()rer 
©leic^ung t = o, fo l^at man: 

[„'u-aa' (^)].«== [aa'W-aa' C"^) -]•««. 

S)iefe ®leic^ung ifl tl^eilbor burd^ u, unb biegi gibt §u erfennen, 
bagi bit ßuroe burd^ ben Slnfangöpunft V (unb alfo aud^ buvc^ U 
iinb W) ge|)t; (te ifl aber aud^ tl^eilbar burd^ aa', unb nad) Slb* 
»^fung biefer gactoren Wßt fie 0c^ unter folgenbe gorm bringen: 
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2 h+V ' 

i 

©e^t mannunn=lngy^ foifl:- — u = coty— tngy=2col2y, 

«nb alfo: tng2yc.^:::^== ^J„^,^ ^^^^ ^tngfVN+VN'), 

VN + VN' 

übet: y= r 

t>aJ)tx Qd)t bie OrWcutpe btt WiMpnnttt aud^ burd^ bte 
SÄitfe « »on NN'; auö gleichem ©runbe gel^t fle alfo aud^ bur(^ 
bie ?9?itte /? pon MM' , burd^ bie SBlittt y ^«>n MN, butdj bie 
SKitte 1? i)on M'N', unb biirc^ bie Witten « unb 5 ber Reiben Dia« 
pönalen NM' imb MN'; benn man l^dtte eten fo wo()I bie- fünfte 
W wxib U ju 3(nfönä6punften nel^men Knnen* 

S)uvd^ biefelben neun fünfte (bem Segriffe ber ßage noc^ 
<tnb fte biefelten) gel^t afcer aud^ tefanntlic^ in ber Planimetrie 
biejenige ßinie ber j weiten Orbnung^ in »elc^r bie 9Kittelpunfte 
alter z^tx^zxi Äegel^nitte Kegen, »elc^e biirc^ vier fefle fünfte 
gefc^riekn jtnb. 

£)a bie ®IeidE)ung an eineTi burc^ bie »ier fünfte M, M', N, N' 
kfd^ri^fcenen Äegelfc^nitt ift: 

aa'y2 + 2Bxy + bb'x2— aa'(b+b')y-^bb'(a+a')x + aa'bb'=o, 

fo \% wenn ein ^ol (t, u) angenommen wirb, bie ©leic^nng an 
bie il;m jugei^orige polare (nac^ §. 55): 

[aa'u ^ ßt-«.Qa' (^^^ )1 ^ + ^^ + ^^'^ ^^^' ("~^') ^ 

— aa'^^) u-^bb'r^') t+aa'bb'=xo- 

Siefe ®feid^ung ijl offenbar nur bann oon B unabhängig, wenn 
t;:;:.u = o x% uub }jit^ jtc^ tei biefer 3lnnaf;me jufammen auf; 

aa'(^) .y +bV {l^\ x;=aaabS 

ober: •y+— — — x=5i; 

2 "^ 2 ' 

b. \)., wenn burc^ bie »ier fünfte M, M', N, N' beliebig oiele 
^egelfc^nitte befc^rieben unb einer oon b^xi brei fünften U, V,>y 
aB ^ol genommen wirb, fo l^at er in SJejug auf atte biefe ^egeU 
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fd^nim eine mb btefelfce polare, mb jwar ifl WU bie ^olate fut 
fcen «Por V, Vü bie «Poiare für ben «pol W mt> VW fcie polare 
fut im ^ol U. 

2)ie fo ekn eti^aftene ©leid^iing i(l einfädlet:' 

/^cot VN + cotVN'N • /'cotVM + cotVMN 

C — i — ^J-y+C i J-''^^ 

tinb l^ötte atid^ leiclE)t unmttteifcar ai\6 bn im §• 64 angegeben 
tie« gormel 2 cot AC=cot AB + cot AD j^etgeleitet »erben 
Knnen. 

& 65. 

©ie affgemeine ©leic^ung Ay *+2Bxy+Cx2+2Dy + 2Ex+G = o 
fann ntxf) auf eine bemerfen^werfl^e SBeife mittelfl ber ?lpplicatens 
i?erl&iX(tn{fie bargejlellt werben, göl^ren wir iimä(fy^ bie ^Iren« 
ßoorbinaten felbjl ein, inbem »ir tng y für y unb tng x für x 
fjc^reitem 25ie ®feif^ung ijl bann: 

Atngy24-2Btn§x.tngy4-Ctngx*+2Dtngy + 2Etngx+G=o. 

2)er ?lrenminfel v i^abe eine unfceflimmte @r6fie; unb jur ^Ibfcifiex 
;ge|^Dre ba^ ^ppIicatem>erl^Atnip <pz', bann ifl nad^ §« 3: 

tngy=--?^, 
cosx 

tinb wirb biefer SBertl^ futftituirt, fo tt^ilt man nad^ ^ortfd^ffung 
ber 9tenner bk ©leid^ung: 

A •9)z'+ 2(B sin x-f-D cosx) . g)z+C^finx*+ ?E sinxcosx 

+ G cos x*=o, 

c ' ^ r r^ **« X 4- D cos XN cos x' ,^ , , 

Dber : g)z^+ 2 ( j J g>z Hh — ~ (C tng x* 

+ 2E tng x-f G) = o. 

S)iefe ©leic^ung gifct aud^ für ieben SBertl^ nm x jwei i>erfc^iebene 
SBerf^e »on 9)z, unb wenn wir biefe beiben SSurjeln mit yz unb 
yz' mbi\xm, fojift offenbar : 



cos X* 



9,z,yz'=._ — (tng x»,C + 2E tngx + G), . 
A 

C / E G\ 

ober: 9Z.g)z'= - cos x\f tng x* + 2 q"*"8*+"c / 

2)er Slu^brucf auf ber redeten ©eite l^at, gleich 9luff gefegt, aud^ 
jwei SBurjeln, b\t mit tng a unb — tngb = tng— b jbejeic^net 
fi^^n mögen) yxnb e^.ijl alfo: 

2E G 

*ng x' + ^tngx +^ =(tngx — tnga) (tngx +tngb), 



— 72 — 

G 
bal)tx: <apz . 92'= — cos x« (tng x — tng a) . (tng x + tngb). 

sin (x - a) l^^ ^ t% 1 V Jin(x+b) 
^ ö ö cos a cos X cosb cos x 

alfo l^at man: 

<DZ . az' = f ^ r I • *"" (^ — • **" (ij + x). 

V^l cos a cos by 

2Benn nun in Fig. li aB Slbfcifienlinie angenommen tcivb ik 
©c^ne AB mb V alö Slnfang^punft, alfo VL = 90 ** genommen 

sin PM 

Wirb, fo ifl: VA=:a, VB = b, VP = x mb <pz = ^.^ ^^ 
9^ =— — Ti^i baUt benn: 

Sin LN 



sin PM sin PN 



= [ ■ . ). sin PA.sinPB. 

\A cos a cos b/ 



sin LM sin LN 

SBirb nocf) eine ^Ifcfciffe Vp genommen, fo finb bk äit3er;6ri9en 
Srj>pHcatenoetf;aft nifie : ^!" ^^ xmb '4^^-—^; ba^etifl aud^: 

^ sin Lm sin Ln 

sin pm sin pn / — G "N . 1 • t» 

_ — *: — . _. — u— =( I , sin pA ♦ sin pB. 

sin Lm sin Ln \A, cos a cos b/ 

SBirb biefe ©leidCnmg mit ber oorig^n oertunben, fo erl^dlt man : 

rsin PM.sin PNI fsin pni . sin pnl sin PA . sin PB 
Lsin LM.sin LNj * Lsin Lm . sin LnJ sin pA » sin pB 

Diefe ©leid^ung ifl unabf;dn3i9 oon ber ßage be^ porigen ^(nfang^* 
punfteö V; an(^ ijl bie ßage beö ^unfte^ L «nb ber ©el^ne AB 
oottig ttJittf urlic^ ; bal;er britcft bie gefunbene ©leid^ung ein aUm 
fpf^drifd^en Äegetfd^nitten gemeinfd>afrti(^eö ®efe^ an^ in ber Sorm 
einer ^Proportion, mitteljl welcl^er man au^ fünf gegebenen ^unf* 
tm M, N, Af B unb m btn fed^öten n ftnben fann* 

S. 66. 

£)ie fo eben erl^altene allgemeine Proportion ifl ukrl;aupt ber 
5(uöbrurf ber metrifd&en ©ejiel^ung unter ben fiinienflüdfen breier 
^auptfreife, wooon ieber bit kiben anberen xinb einen fpl^drifclf)en 
Äegelfc^nitt f<i^neibet» Diefe brei ^anptfreife fannen aber wiUfürlic^ 
gelegt njerben, unb e^ Knnen inöbefonbere il;re brei Surd^fc^nitte* 
punfte A, B, C, trie in Fig. 12, außerl^lfr be^ Äegelfd^nittd liegen» 
(56 ifl bann gleic^»ol>l: 

f sin AD sin AD H TsinBE sin BEq _ sin AF.sJn AF^ 
Lsin CD * sin CdÜ * Lsin CE * sin CEd"* sin BF. sin BF' ' 

S)ie bxd JE)auptfreifie f onnen an^ fo gelegt tt^erben, ba^ ber Äeget 
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fd^nitt bar>m Umf)tt wirb, toit in Fig. is, Datei f äffen bk^xinttt 
ly uttb D in Qinm jufammen, e&en fo E' unb E, aix^ F^ unb F, 
unb nuin erl;dlt dfo nun: 

•■ sin AD \a /^ sin BE N« /^ sin AF\ « 
V«iö ^öy • \sin CEy "^Vsin BFy * 
sin AD sin CE sin BF 

ober and): i — Frr'"~= — FE — - — te? "'^» 

^ sm CD sin B£ sin Ar 

SBerben alfo bie brei Serül^rungöpunfte mit btn ©c^eitetn bet 
®eaentt)infel burd^ brei SSogen größtet Äreife BD, AE unb CF 
»ertunben, fo fc^neiben ftc^ biefe in @inem fünfte» SWan fann in 
^nwenbung biefeö @a^^ alfo an6 jwei Seru^ntngöpuntten D unb 
E bm Serul^nmfl^punft F finben, wie in btt Planimetrie. 

^el^nlic^e S3ejlimmungen erl^Alt man, n^enn mel^r aU bni 
^auptfreife r>on einem Äegelfd^nitte Berührt twerben, mlii)t aber 
n^egen i^rer aliju grofkn Uebereinflimmung mit bm dl^nlic^en pla^ 
nimetrifc^en l^ier übergangen werben. 

Die ganje ße^re »on bm polaren Idßt fid^ an^ btx im §. 65 
gefunbenen allgemeinen Proportion |>erleiten, worauf wir l^ier ber 
jturje wegen nic^t eingel^en. ®tatt beffen nel^men wir je^t fc^on^ 
an, bie ©el^ne AB in Fig. ii fe^ bit bem ^ole L juge&5rige ^o^ 
lare. Dann finb bie fiinien LMPN, LSVR unb Lmpn l^armonifc^ 
get^eilt, unb alfo: sin LM«sin PN = sin PM , sin LN, ober auc^: 

sin PM sin PN 
sin LM"" sin LN 
^ ,^ sin pm sin pn 

ekn fo tft: -r— f- = --r- • 

' ' sin Lm Sin Ln 

SEBerben biefe ^Skxt^t in ber allgemeinen ^Proportion : 

Tsin PM sin PNI fsin pm sin pn"l sin PA. sin PB 
Lsin LM sin LNJ ' Lsin Lm sin LnJ sin pA.sin pB 

fubjlituirt, fo erJ^dlt man : 

sin PA . sin PB 



( sin PM V /sin pm\*_ sin 
sin LM/ * y^sin Lmi sin pA.sin pB 

®anj eben fo ift nun axid) : 



/s in PM V /sin VS V si 
Vsin LM/ "" y^sin LS/ si 



sin PA . sin PB; 



sin VA. sin VB 

unb wenn, wie im §. 65, angenommen wirb, ba^ VL=90*'fe9r 
iinb wenn ferner gefegt wirb: VS=YR=b, YA=a, VB=/J, fo 
i^at man bit einfache ©leid^ung: 

sin PM sin PN / tne b^ V ,, . ^, . ^„ 
sin LM sm LN V^sin « . sin /J/ ^ '^' 

tt^elc^ jugleid^ tim jiemli(^e Slllgemein^eit l;at. SBirb bie ©el^ne 
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AB »iOKtlfal^ flewdl^It, fo ift nun aUt btt ^ntt L nid^t mel^ 
wiafurlid^; benn e^ fott L bet ^pol bet qjotoren AB feijn; bie 
ßage be^ ^unfteö V akt ift atgefe^en von einet mpglkl^n 3»«fe 
beutigfeit (obet gar völligen Unbeflimmt^eiOr ber SSebingung untere 
mtftn, ba$ VL = 90* feijn foff. 

Um )u fpectelleren formen iet ©leid^ung an einen fpl^drifd^n 
Jtegelfclf)nitt fiierjugel^en, tfl ber Seweiö ni^tl^ig, ba% mm an^ einem 
btt brei SWittelpunfte P ate ßentrum ein ig)auptfrei6 befd^tieten 
nnb ein ^unft i^', Y) obet M feinet ^etipl^etie aU ^ol ange^ 
nommen »irb, bte tl^m jugel^ßtige polare butd^ benfelben SSlitttU 
pnntt P gel^t (5ö »erbe biefet 3Wittelpunft P be^eicl^net mit 
(t, u); bann tfl bie ©leid^ung an ben i^auptfreiö, bejfen ßentrum 
<r ift offenbar: 

(u-f-t cos v) ♦ y + (i-f" u cos v) . x -f- i = Of 

nnb ba ftd^ ber ^mttMjin feiner «Peripl&erie beflnbet, fo fjl aud^: 

(u -f t cos v) , / + (t + u cos v) . x' + i = o, 

2)ie ©feic^ung an bk polare bte ^nnttt^ M ater i(l: 

(AZ+Bx'+D) y + CBy' + Cx' + E).x + D/ + Ex' + G= o# 

mb »eil ber ^unft P ein SKittelpunft ber (Sunt, alfo 

Au + Bt + D ■ ^Bu+Ct+E 

— astt-f-t COSV Unb -r r^T-TT: = t + U cos V 

Da + Et + G ' Du-fEt + G 

ift, fo ifl auc^ bie ©leic^ung an ben J^anpt^ei^, beffen Sentruni 
er ijl: 

(Au + Bt+D) y4.(Ba + Ct + E)x + Da + Et + G = o, 

mb, »eil M ein ^unft feiner ^eripl^erie ijl, antS): 

(Au + Bt + D) y' + (Bu+Ct+E) x' + Du+Et-f G = o, 
ober: (Ay' + Bx'+D),u+(By'4-Cx'+E).t+Dy'+Ex' + G=o; 

nnb mxb biefe ©leid^ung mit ber an bte polare be^ ^nnttte M 
jufammengel^alten : 

(A/ + Bx' + D).y + (B/+Cx'+E)x + Dy' + Ex' + G = o, 

fo fie^t man, bag, »enn x =: t genommen »irb, aud^ y ==n gefuns 
ben »irb, unb alfo bie polare beö ^unfteö M burd^ i^r fpl^drifc^e^ 
ßentrum P ge^t, wenn P einer oon btn brei SÄittelpunften be6 
Äegclfc^nittö ifr 

§♦ 68. 

Sluf bae fo ekn aufgeftettte 2l&eorem grünbet ftd& ber 95egriff 
bei" c n j u g i r t e n 2) u r c^ m e ff e r bei ben fp^drifd^en Äegelfd^nitten 
in Slnfel^ung eine^ i^rer brei SWittelpunfte. aSefc^reibt man ndmlid^ 
ane einem ber brei 9Äittelpunfte P eine^ fpl^drifc^en ,RegeIfd^nittö 
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einen J^mtptfret6, unb toirb nac^ einem fünfte M feinet ^eripl>evie 
ein Siabittö gejogen, fo wirb ein 2&eil beffelben unb feiner SJer« 
Idngetuns eine reelle ober auc^ ibtaU @el;ne, unb, weil fte burc^ 
ben 9HitteIputtft geH «« Surd^meffer, 2Birb bann ber ©ubpunft 
be6 gejogenen 9lobiuö ol6 ^ol betrachtet, fo i(l bie ilS>m jugel^örige 
polare, welche nac^ §. 68 burd^ benfelben 3BttteIpunft ger>t, fo weit 
fie eine ©e^ne ift ber bemerjl genannten J)urc^mefier conjugirte 
anbereDurc^meffer. Su iebem S)urcl^meffer gel^ßrt alfo nur 
ein if)m conjugirter jwetter^ 

5lBirb ber OTittelpunf t P jum 9Infang6punf te genommen, wdl^renb 
bie ßoorbinaten^Slren eine unkfHmmte ßage tt))alttn, fo i(l : t=u=o, 
ölfo an^: D=E = o. Der eine Surc^meffet fdttt nun in bie fiage 
PM; feine ®lei(^ung alfp ijl nun: 

^ x' 

S)ie ®Iei^ung ah ben conjugirten S^urd^meffer »ürbe [al&ev m^ 
$. 67 fe^n: 

(A/ + Bi'; y+(By'+C»Ox + G = o, 

weld^e ®leic^)ung offenbar falfc^ erfc^eint; benn il^r gemdß ginge ber 
conjugirte SJurd^meffer nic^t burd^ ben 2Infang6punft P, weil in 
ber ©leid^ung: Ay« + ?Bxy + Cx » + G == o bie (Sonflante G 
nic^t = o fe9n fann. S)iefe Unric^tigfeit ru^rt aber nur t>on ber 
©pecialiftrung l^er, woburc^ ber ^unft M in bk Sarbinale perlegt 
wirb. 

©eine ßage fann nun nid^t mel^r burdf^ bie Slrensgoorbinaten 
arc (tng = x') unb arc (tng = f) bejlimmt mtbzn (na^ §. i.X 

Slber ba6 SSerl^dltniß ^, weld^eö wir mit a bejeic^nen wollen, bes 

jlimmt je0t aüein fc^)on iit ßage beö ^unfte6 M in ber ßarbinale. 
©ubjlituirt man aber in ber ©leic^ung ( Ay'+Bx') y +(By'4- Cx'j x 
4.0=0 für / bm 3EBert^ ax' nnb bmbixt man burd^ x', fo er^ 
l^lt man: 

(Aa+B) y + (Ba + C).x + - =0, 

ober weil x' = - ift fo ijl bk ©leid^ung an btn tintn 2)ur(^mejfer • 
y=ax, unb bk ©leid^ung an ben i^m conjugirten ©urd^meffer : 

(Aa+B).y + (Ba + C).x=o, 

weld>er gemdß er burc^ bm ?lnfang6punft P geH »ie fd^on im 
§« 67 bewiefen würbe. 
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S)te le^te ®(et(l^ung fKmmt ganj mit berjetttjen uBereiit, »^ 
bitrc^ in ber ^laninretrie bie SRic^tuna be« conlugirten Sutc^mefTet* 
(e(ltmmt mirb. 

%. 69. 

©ie beiben ©leic^ungen y = ax unb y = — ^ ; — x m 

AB, «j* 15 

imi coniugirte 2>uv(^me(ret l^(limmen bie Sotm bet ©leid^uns 
Ay2+2Bxy + Cx2+G = o für btti ^dU, baß bie beiben coniu:: 
girten Surd^melTet fe(6(l ju Söorbinaten^^ren genommen n>etben* 
©olt bet etfle jut erflen unb bet jweite jut jweiten ßootbinotens 
?(xe wetben,. fo muffen il^te ®fetc^ungen bie g^otmen y = o mib 
i = o ^abem T^af)n muß a=:o unb Aa-i-B==o obet B=o fe^n* 

2)ie ©letc^ung an einen fpl^dtifc^en Äegelfc^nitt, bejogen auf 

jn^ei coniugitte S)utc^mefTet ate (Sootbinatens^xen, ifl ballet ))i)n 

bet gotm: 

Ay^+Cx^-O, 

tbtr mm untet A, D, G pofitive So:f)kn t^etflanben tvetben, fo 
J^at man bie btti gotmen: 

Ay' + Cx^ = G; Ay» — Cx*=G unb — Ay2+Cx*t=G, 

mr>on leidet mti^t mtb, ba^ fit ftd^ auf bie eften fo mUn ut^ 
fc^iebenen SRittelpunfte iejiel^em £)ie etfle gotm Bejiel^t fid^ offen- 
1i>(ix auf ben innetn "^xtizl^mxtt, mb bxt beiben Mbtxtn ^^tmen 
tvetben alfo jut ^nmenbung f ommen, n^enn einet btt htxbtxi duf eten 
5KitteIpunfte jum ^Infang^punfte genommen »itb. 

©en bni ®lei(^ungen gemdfi gel^fiten nun ju iebet ^bfciffe x 
j»ei gleich gtoße, abet entgegengefe^te SSett^e oon y, wnb umgefel^tt; 
aUt nid^t fo oet^dlt tf> fic^ mit ben einet ?lbfciffe x juge^otigen 
Slpplicaten; biefe ftnb nut bann gleich gtoß, »enn btt SBinfef, 
welchen bie kiben conjugitten Dutd^meffet einfd^Iießen, m tecbtet 
. ifl unb alfo biefe Dutd^mejfet jwei ^auptbutd^meffet obet §iren 
finb» 

§♦ 70. 

(56 fep Ay2^Cx* = G bk ©leid^ung an einen fpl^dtifc^en 
jlegelfc^nitt, kjogen auf jwei. ig)auptmeffet* ©oU x = tng a ffit 
j=o unb y = b füt x = o fe^n, fo fönnen bxt teiben ^cXiattn 
a unb b eingefül^tt wetben, wobutc^ ftd^ bxt ®leid^ung utxoanbtXt in; 

y^.cot b^+x* cot aussei. 

SBenn a = b = r ifl^ fo l^at man bie Oleic^ung : 

an ben ^nxt tejogen auf jwet ©utd^meffet beffeften, weld^e fic^ 
mttx ted^ten SBinfeln fc^neiben. Um ben ^teid ou^jufc^Iief en, nel^- 
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tuen wir an, baß a>b fe^. X>ic ©leit^ung ' "^ , - ^ 4- :;=i 



Ing b* tng a^ 

f^t^btt bann feinet eigenen (Sut^e an; benn jebe eibene ^inn auf 
bet Oberfldc^ ber Äugel i(l ein Ärete* @ö fe^ in Fig. 14 bie 
große ^albare, CA = CB = a, unb bie Heine ^I6are fet) CD = CE =b. 
93on einem ^nntU M ber Suri^e werben iit ^erpenbifel MP unb 
MQ auf AB unb ED geföllt mb eö fe^ tng CP=x, tngCQ=y, 
fo ifl bk Dorl^in angegebene ©leid^ung con<lruirt SBirb »om inneren 
SWittelpunfte C m^ ber SRabitt^ »ector CM=g gejogen, unb ber SGBin« 
fei ACMr=v gefegt, fo ifl: 

x = tng^ cos T unb y=tng^.sin ▼. 

©urt^ biefe ©ubftitution t^erwanbelt (tc^ bie »orige ©leid^ung in: 

cot ^'ssscot a* , COS v*+ cot b^.sin v^. 

3i- iebem ©ertl^e bed SBinfefö ▼ gel^ßren alfo jwei gleich große 
unb entgegengefe^te SBertl^e oon g, wie o^nel^in Befannt ifl; benn 
jebe burä) btn inneren 9DlitteIpunft C gel^enbe ©el^ne MM' ifl ein 
©urc^meffer» Slu(^ gehören ber gefiinbenen QJIei^ung gemdß ju 
jebem SEBerti^e oon g jwet fold^e SSertl^e vm v, bie entweber gleich 
groß unb entgegengefe^t ftnb, ober pc^ ju 180 "* ergdnjem 3ebe 
jwei ©urc^mefier alfo, miö)t gegen, bie große §lre eine gleiche 9teis 
gung f)aUn, finb gletd^ groß* 

S)ie ®Id(ftuiig y^cot b^ + x«. cot a^^i Wßt fid^ aud^ im 
@f6rau(l^ ber %[)>plicaten umformen in : 

tng PM2 = *.?iiiJ . sin PA. sin PB 

^ sm a* 

unb tng QM'=» "^^^ >sin QD . sin QE. 

3u leber ?l6fcifTe CP gel^ören alfo tmn jwei gleich große, aber 
entgegengefeßte ?lpplicaten PM, unb eben fo auö) ju jeber ^Ibfciffe 
CQ jwei gleid^ große, aber entgegengefe^te 2(pplicaten QM. 

2)iefe beiien ®kic^ungen ftnb fpecieffe gormen oon ber am 
©^luflp^ be^ % 66 aufgeflellten allgemeineren, unb oermttteln bcn 
Uebergang, wenn ber flnfangöpunft ber Soorbinaten in einen ber 
beiben dußeren SKittelpunfte »erlegt werben foH. 

S- 71. 

ffienben wir bie im §• 6i* l^ergeleitefe allgemeine formet jur 
SBered^nung bed ^rümmtmg66albmeffer^ an auf bie @leicl^ung: 

y*, cot b^+x*. cot a^=l, 
fo ifl: A=cot b', B=:o, C^cota^, D = o, E=:o unb G=:— -l; 

alfo ifl: n=cot a' cot b* unb bal;er: 
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y* cot b^-4- X* cot a^+n' 



, . ■ /ry cot b* -4- X* cot a*+ n 
tng r=tng aMng b-|/[^ ^^^^^y« J 

SBIrb ber Äriimmung^l^öltm^ffcr für ben ©d^eitel A mit p unb 
für ben Sc^ettel D mit q tejeic^net, fo ^>at man offen6«t: 



Infi; b^ ^ tnc a 

tu§ q tng a* 

J)iefe teiben Ätümmungö^alfemeffer mögen bie ben fceiben Slxen 
AB unb CD juge^örigen ^Parameter l^etßen. 

^m ftnbet balb, ta^ ber Parameter ber großen Slre ber Heinfle 
tmb ber Parameter ber f leinen Slre ber grdßte unter aöen Ärum? 
anung^l^alfcmejfern ber Suroe i(l. 2)urc^ bie 6eiben Parameter ift 
alfo ik größte unb fleinfle Jlrümmung beö Äegelfd^nittd fcejltmmt. 

9Äan finbet noc^: tng p.tng q=tng a.tng b, unb eö ijl alfo 
rurfttjdrte: 

tng b^=tng p^. tng q nnh tng a^ = tng q* . tng p. 

SJurd^ bie größte unb Heinfle Krümmung eineö Äegelfc^nittö i(l er 
alfo felbfl oöUig (eftimmt* 

% 72. 

S)te Parameter p unb q finb Sonflanten, wA6^ ftc^ mit 93or$ 
tl^eil in bie @Iei(i^ung an ben ^egelf(()nitt einful^ren laffen, wenn 
ber Slnfangöpunft in einen ber ©d^eitel ber teiben Sfren oerlegt wirb. 

Um üxoa itn Slnfang^punft'nad^.Aju i)erlegen, feij: PM==x 

tng b^ 

unbAP=x. 2)ie®Ieicbungiftbann: tngz^= . ^ , sinx.sin(2a-- x)^ 

sin a' 

c * • *"S ^^ . tng b* cos 2a . , 

ober : tng z« Ä --S sin 2x 2-- — 5 — sin x*. 

^ tng a sin a* 

S)af;er l^at man n^eiter: 

2tne p . , 
tne z* = tne p.sin 2x S-i.sinx*» 

^ ^ ^ tng 2 a 

2öirb akr QM=z unb DQ = x gefegt, fo flinbet man anf dl^n^ 
lic^e ?lrt bie ®leic^ung: 

tng z^sstng q.fin 2x ^J , sin x* 

^ ^ ^ tng 2b 

SBirb PM=z m\> CP=x gefegt, fo i(l bie ®Ieic^ung: 

tng z* s= -~ — ;- (sin a* — sin x^) = tng b^ ( 4 — 1 \ 

^ sin a^ ^ >' 8 \^i 5JQ ^ij 

unb wirb QM=z, CQ=:x gefegt, fo ijl bie (JMeid^ung: 

tng «*=^^?^ (sin b^-sin x») » tng a^ fl - *4^V 
sm b^ \ sin b*y 



— 79 — 

Utttetf btn auf bet großen ?(te genommenen ?l6fcifren gibt e6 
eine CF = Cf, beten iuge|>6tige SlppHcate FN obet f n bem ^ara? 
meter p btefer ^re g(etc^ ifl* S)tefe ^ftf^iffe tt)etbe mit e (ejeic^net 
unb bie Qxctntxicit&t genamit; bie ibeiben fünfte F unb f 
m&gen bie S3tennpunfte l^eißen* S)ie unkfannte (Sxcmttkit&i 
ftnbet man ouö ber ©leid^ung: 

tng b^ tne b* . 
^*^ tng a* sm a» ^ ^^ _ 

, « (co* e* — cos a*) ^ . - ^ 

wormi^ folgt: tng b^ «^ ^ , ober emfad^er: 

cos ä 1 
cos a = cos e • cos b. 

©iefet gotmel gemdf i(l e bie Äatl^ete 'eineö tec^twinfeligen 
©teiecf^r beflfen J^9potenufe bie 'große «nb beffen anbete ^at^ete bie 
Heine ^alhaxe be6 ^egelfd^nitt^ ifl* 2Benn man alfo ax\^ bem 
©c^eitel D ober E ber fleinen 2(re mit einem 9labiuö, welcher ber 
großen ^aI6are gleich ift einen Ärei^ ief(i)veibt, fo fc^neibet er bie 
große 2lre AB in ben heiben gefud^ten SBrennpnnften F imb f. 

35er 3wfötttmenl>ang jtoif(|en bem Parameter p unb ber ©rcen^s 
tricitdt wirb bann au^gebrüdft mittelfl ber Formel: 

cos e^ — cos a* cos 2e — cos 2a 

tng p =s — : = . — 

° '^ sin a cos a sm 2a 

3n ben ©igenfd&aften ber SSrennpunfte gelangt man, inbem 
man eine ©leid^ung jtoifc^en bem Üeitfha^fe FM=r mb feiner 
fp^örifc^en protection FP=a fn*t, »oki »fr oon ber ©leid^ung 

tng z2=-^^ — :;(sin a*— sin x*) au6gel^en; meldte wir oorlduftg 

° sin a^ 

timfe^en in tng z'.sin a^ cos a*=(cos e* — cos a*) sin a* — 
(cos c* — cos a^) sin x'^. §ö l(l nun akr: cos r = cos a cos x, 

unb ba|»er: 

tng r^ — tng «* 
tng z^^ ♦ 

Slud^ifl: x==c — «,aIfo: sinx2=(sine cos« — cosesina)^, ober: 

(sin c — cos e tns; a)^ 
i+tng a* 

SBerben biefe Sßertl^e futfKtuirt; fo ftnbet man bfe (Sleid^nng : 

sin a* cos a^ tng r^s=sin e^ cos c^ tng «* + 
2sin e cos «(cos e*— cos a^). tng a^ + (cos e^ — cos a*)^. 

9in6 if)t aber Kann bit Cuabratwurjel gebogen werben, woburc^ 
man erl^dlt: 



— 80 — 

sin 2e . 
tngr=lngp + .^^^.tng«. 

SBiO man ^att bet fProjection a ben 2BinW AFM einfüllen, 
n^elc^ev mit v bejjetc^net tmb bit tva^re ^Inomalie genannt 
»erben maQ, fo ifl offenbar: tng «= — tng r.cos v, «nb alfo: 

tng r= ^ :^^ , 

, sin 2e 

i +-. cos T. 

sin 2a 

ober: cot r = cot p f i -i--; . cos v ] • 

^ \ ~ sin 2a J 

5lBirb biefe gomtel bifferenjiirt, fo erl&dit tnan: 

3r cot p . sin 2e . -, 
- = 1 , sin v»()v. 

sin r^ sin 2a 

©c^Iiefit bk Serül^rungönnie MT mit bem ßeitjtra^le FM bed 
«Punfteö M bzn ©infel FMT=:g) ein, fo ifl nad^ §• 31: 

dv 

tng <p = sm r . ^ 

w *i- » sin 2a . tng p 

unb alfo: tng 9=-: : — ^. * 

sin 2e « sin r « sin v 

5?ttn i(l aber: sin r.sin v = sinPM=sin z, alfo l^at man aud^: 

sin 2a > tn^ p 

tngg)= -: : 

sm 2e * sin z 

Sn biefem Sluöbrudfe ifl feine ®r6ge entl^alten, »eldbe gedn^ 
bert »erben mü^te, »enn man bie Formel auf bie S3eflimmun$ 
be^ 5ESinfeB f MT' übertragen »oUte, »eichen ber anbere fieitfhal^l 
fM mit ber burd^ M gelegten Sangente TMT' einfidS)Iie^: ballet 
finb biefe itibixt ÜBinfel immer gleid^ grof, »ie in bet 
Planimetrie* 

& 74. 

Sin 9o 

mtb btt Seitihal^r fM mit r' unb bai »erl^dltniß -r— - 

Sin ^a 

mit k bejeic^net; fo t(l nad^ §. 73 : 

tng FP + tne fP 

S)a nun FP+fP==2e unb alfo tng 26= ^ Jt„g pp ^ tng fP 

tjl, fo l^at man nad^ ©utflitution ber oorigen 2Bertl^e «nb gort- 
fd^afpung be^ 9tennerd bxt ©leid^ung: 

sin 2a «tng r^tng r'-j-(cos 2e — tng p sin 2a)(tng r+tng r'} 
s=; k^ sin 2a — tng p^ sin 2a -f 2 cos 2e^tng p. 
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9?ttn ifl aBer: cos 2e — tngp sin 23= cos 2n, uttb ba^ ®Iieb mif 
bex nö^tm ^dtt i(l s^^bm tebujitt=sin 2a; bal)tx ^at man bie 
einfach &ltiibnni : 

tag r.tng i/-f*cot 2a (tng r-f-tng r')»!^ 

ober: tDg2a== ^°^/'^ *"^ ^ / 

i — tng r.tng r 
b. 1^.: r4'r' = 2a- 

6d ifl affo bie Summe ber iziben nad) einem fünfte 
Mflejogenen Ztit^ta^Un gleich btt grofieh 2Ire AB, wie 
Ibet bet ebenen ^Ilipfe. 

aSefd^teibt man bal>et auö bem ^mtxnm f einen Keinen Äreid 
mit einem JRabiuö; »eld^er ber großen Site AB = 2a gleich ifl, fo 
ifl ber fötjefle ?l6flanb eineö jeben ^unfted M bet (^iitu t?on ber 
^etipl^etie biefeö Äteifeö gleich feinem 3lb(lanbe von bem anbeten 
95rennpunfte F, 

S. 75. 

3u bemfetten Stefuftate fü^rt aud^ bie Betrachtung ber ercen^ 
trifc^en ?lnomaIie. Sefd^reiW man ndmlic^ über ber großen 
?rre AB (Fig. 15) einen Ärete ANB, beffen fpl^drifc^er JHabiu^* 
olfo CA=CB=:a ifl, uttb wirb bk STppKcate PM ber ©ffipfe per« 
Wngert, Hö fte eine ?(pplicate PN beö Äreife6 wirb, fo l^eigt bet 
SBinfel BCN=E ober aud^ ber il^n meffenbe Sogen BN bie ercen^ 
ttifc^e Slnomalie be^ ^unfte^ M, wenn bn SBinfel BfM feine 
wallte Slnomalie ifl» 

2Ba^ junöc^fl bk Sergfeid^ung ber STppIicaten PM mb PN 

betrifft, fo ifl: tng PM^ = i^' (sin a» — sin x^) unb 

sin a* 

tng PN* = ^?i5-L (sin a^— sin x«), unb alfo; 
^ sin a^ 

tng PM _ tng b 
tng PN"" tng a* 

£)a weiter: fP=c~CP,alfo: tngfP== /"^^7)"^|^ unb mü 

i^tnge.tnglur 

/.T% t"8 c — tna a cos E 
tngCP=tngCN.cosE ifl, auc^ tngfP=« ^-^^^^^^-^^^^ 

tfl, fo er^dlt man (fM=r gefegt) wenn biefer ?lu6brucf in bet 
Sormel 

. sin 2c ^ „^ 
tngr=tngp+;j;;^^tngPf 

ftttflituirt »irb, nac^ gehöriger Stebuction: 

6 
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tng a — tng e « cos £ 
i+tng a . tng e . cos E* 

iroburc^ ber Seitfhal^l r al6 eine Function bet ^cent¥tfc|^en 9in^ 
malte bargefleUt tcixb. 

mxb nun »on f ba^ ßot^ fg auf CN gefdOt, fo ifl: 

^ ^ c .^ * tng CN — tng Cff 

tng Cg = tng e cos E, unb arfo: tng r = ^^.t^gCN. tng Cg ' 

^tbit einfacher: 

fM = CN — Cg=Ng. 

SBJitb t>om anbenn 95tennpunfte F ba^ 2tt^ FG an^ auf CN 
gefdiat, fo ifl auf biefelbe SBeife: 

FM = CN + CG=NG, 

xinb ba Cg=CG ift fo f}at man offenbar: 

fM4-FM = 2CN=AB.. 

Um enblic^ ben B^^f<^tntmn^ans jwifc^en bet wallten Slnomaße unb 
ber ercentrifc^en fettfl burc^ eine ^o^mel au^jubrucfen, formen toi? 
bie Reiben ?lu^brucfe für cot r oorMujtg um in : 

sin a cos a + sin e cos e cos v . 

cotr= : : unb 

sm a* — sm e 

cos a cos e + sin a sin e cos E 

cotrss --, : =:f 

sin a cos e — cos a sin e cos £ 

unt {te iu ibenttftjiren. 

S)te erl^altene ©leic^ung jie^t {tc^ nad^ allen 9lebucttonen 
jufammen auf: 

(tng*a — tng c .cos E) .(tng a + tnge .cos v)=:tnga* — tng e^, 

unb burd) fernere Umformung erl^dlt man: 

sin y. v^= -r— !i!Lii±f2, . , sin }i E^ 

sin a cos e — cos a sm e cos £ 

tng a-— tng e cos E 

cos % T* == -: = ^. = . cos Ji £• 

sm a cos e — cos a sine cos £ 

= , tnga-tnge 

tng a — tng e cos £ * 

Ober: tngl= tng V!" i^+^> = tng 5 [/!^i-i±i!lgJ. 

Ö2 '^ 2"^ sin (a— e) ^ 2 '^ tng a— tng e 

9fttd^ tft|no(^: 

,. /(tnga^— tng e^) . .^ tng a+tnge cosv 

SmYa=3-T 7 =rSinliaB=:---- — -^ Sin Jb. 

tng a — tng e cos £ v (tng a*— tng e*) 
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blffwnjürt »BÄ«, fo finbet fid^ : -r- — ** -r—g , mb alfo offe tf^ov : 

3r= ^Ctnga'-tngeQ ^^ 
tng a^ — tng e cos£ 

SBenn Fig. le aud bem inneren Mittelpunkte C eine^ Rt^eU 
fc^nittd ADBE tin J^auptftei^ QSRT befc^tieben wirb, m\>on bie 
Mbtn «fren AB unb DE bed Äegerfid^nitt^ in Q, S, R, T ge* 
fi^nitten werben, fo ftnb biefe Pier fünfte bk äußeren 9Wittefpunf te» 
5Bir fönnen ater ^twa R unb T ubergel^en^ »eil (!e bie (Segens 
punfte )>on Q unb S ftnb, unb bemgemdß nur noc^ Q unb S al6 
bie kiben duneren !D{itteIpunfte aufful^ren* 

©inb nun AP=x unb PM=z bie Slfcfcijfe unb Slpplicate 
eine^ qjunfteö M bed Äegelfc^nitt^, fo i(l nac^ §. 72 : 

tng 2^=ln2 p^sin 2x ^-^^ sin x'^» 

^ -^ tng 2a 

SBirb nun a+a'=:90'; alfo 2a + 2a' =180** gefegt, fo ijl offen« 
kr: QA=a', unb bk Oleic^ung oerioanbelt ftc^) baburc^ in: 

♦^ 2 » • « ' I 2 tng p . 

tng z2=tng p.sm 2x+ ^J sin x«, 

»eld&e alei#ebeutenb ift mit tng z^«. ; "^ P sin PA. sin PB. 

'^ sin 2a 

Serlegen »ir j|e^t ben Sfnfang^punft in ben äußeren SÄittefpunft 
Q felbft inbem wir QP=x unb PM = z fe^n^foifl: Pa=x — a' 
mb PB=QB— QP=a' + 2a— x=i80° — a'— X. 2)a^er i<l: 

tngz^= ^. *°^ P sin (x—a') sin (x + a> pr x=o er|>iilt 
. ° sm 2a ^ ^ ^ ^ 

man alfo: 

tng z*= — tng p*tng a'. 

Salier ifl nun z unmöglid^; fe^en wir ater ba^ poftttoe «prbbuct 
tng p.tng a'sxtng b'^, fo nennen wir min V bie jweite 4)albare 
für ben dußeren SÄittelpunft Q, unb e^ ijl bann riirfwdrt6: 

tne b'- 

tngb* 

welche gormel mit ber im §. 71 gefunbenen gorwei tng p = ~— 

xng a 

Stel^nlic^feit f)at SGBirb bie ®r6ße b' eingepi^rt, fo oerwanbdt ftd^ 
bie @(ei(^ung an bit Suroe in: 

tnff b'^ . ^ . i«x 
tog z»^-T^(sinx2— 8ma'2). 
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6d fange alfo x<Ca'' ift ifl ofentor z immSgUd^; dba ju 
lebet größeren pojitiven ober auc^ negativen 2l6fciffe x gel^ßren stt>ei 
flleid^ große nnb entgegengefeßte ?lpplicaten. 2Birb x=± 90'' ge^ 
nommen, fo erl;dlt .man bie ben fünften C unb K juge^origen 
Slpplicaten CD = CE unb KH=RG, beren jebe =b i(l. 2Birb x 
nic^t > ± 90 • genommen, fo ergdn jen jic^ bte beiben ßinten EAH 
unb GB'H, voelc^e aU getrennte Steige anjufel^en ftnb, ju ber burd^ 
bie oorfle^enbe ©letc^ung auögebrücften Suroe, gletc^fam wie bie 
ibeiben Steige ber ebenen i^9per6et mit beren ©leic^ung auc^ bie 
öorflel^enbe ?(e]^nli(l(>feit \)at k)it Uibm ^albaren b unb b' (le|>en 
in einem bemerfen^wert^en Suf^tnmenl^ange ; e^ i{t ndmlid^: 

tng p = tng b • tng b'. 

$(u(^ ^at man noc^ bie beiben Formeln: 

tng b . ^ ^ , , tnff b' 

tng b = --^— unb umgefel^rt tng b= --—— 7^ 

^ tng a 0/0 ^j^g ^f 

?luf 4^n!icl^e-?lrt, »ie bem Steige EAD in ^injtc^t an^btn WtkU 
punft Q jngeorbnet ifl ber S^^^g Gr^% ifl aud^ in Jg)injtcl()t auf 
ben ©egenpunft B. oon Q bem Sw'eige EBD jugeorbnet ber SttJeig 
G' A'H', melc^er mit bem Steige GB'H eine gefc^Iofiene ßinie au^mac^t^ 
meil KQ==QC=CR=RK'=90^, alfo bie ganje ßinie KR'=360* 
ifr Dal^er ifl ber ^unft K' mit R berfelbe; eben fo H' mit H unb 
G' mit G. 

* £)ie m^ GB'H nnb G'AH' jufammengefe^te gefc^Ioffene ßinie 
ifl offenbar bie ®egencur»e oon EADB. 

SEBerben von bem SJZittelpunf te Q ani Sangenten an bie ßur^ 
»e gelegt f» ifl jebe=90° ober bk (Sd^eitel oon ED werben bk 
JBerül^rung^punfte; and^ ifl offenbar ber SBinfel: CQD=CQE=b. 

©iefe Sangenten l^aben 5IeI;nlicl^f eit mit ben SlfJDmp toten 
ber J^^perbel' ©ie Reifen jur Sonflruction ber jweiten 2fre h\ 

errid^tet man ndmli^ im ©c|>eitel A ber großen 5(re auf i^r 
ein ßotl^ Aa, »ooon bie eine Slfpmptote QD in « gefd^itten wirb, 
unb mirb C« gebogen biö jum @infc^nitte L in ben ^auptfrei^ 
QSRT, fb ifl: QL=b'. ^ 

^enn t6 ifl im rechtwinkeligen SreiedPe QA« : 

tng Aa = tng AQ«,sinQA, ober: tng Aa=tng b.sina'; aud^ ifl: 
log A« =5 tng QL cos QA = tng QL . cos a', Uttb alfo : 

tng QL « tng b . tng a' = *.?i^L tng b' ober QL = b'. 

tng a ^^ 

Wimmt man ferner Q jumSlnfangöpunfte unb bu 95eru^rungö=? 
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pttttfte E, D ju Satrbitialpunfteti , fo ifl ber SEBinfel btefet 6oöts 
Wnoten stiren gleich bet? 6atbinalen ED = 2b. (Sinb fetner 
QX=arc (tng = x) imb QY=sarc (tng = y) bie SlKttsßoorbina^ 
ten eine^ ^unfte^ N bet 6uroe; fo l^at man, »enn bad ßot^ Na 
auf ED gefaßt wirb, »eld^eö butc^ Q gel&t: 

«in Dn sin nN ^ sin EX . sin Dn __ ^^ 

tin DE sin QN sin QX ' sin DE ^ • b ^ # 

b. 1^.: sin Dn = tn^ Nn . sin 2l> * x. 
(Sbtn fD t(l nod^: sin En=tng Nn.sin 2b . y. 

Die 9iÄultipUcation btv Uiben ©leid^ungen gibt: 

sin Dn « sin En = tng Nn' , sin 2b*. x ^y^ 

tncr PL 
tinb weil tng Nn2='~7-2^^. sin Dn,sin En nod^ §• 70 iff^ fo 

tx^&\t man offenkt bie einfädle ©leid^ungT 

sin b^ jcot a* 

* "^ (sin 2b)2 tng a* 4 cos b* 

Um bie ^alkren be^ duferen SÄittelpunfteö noc^ einjufftl&ten, 
mad^n wir ©etraud) r>on ber im §. 76] erhaltenen ©leic^utig: 

tng b' 

tngb= ^^^,f worauf folgt: 

i _ tng a^^+tng V^ _ tng a"^ + tng b^* 
cosb^ tng a'^ cot a^ 

Dal^er ift benn enblidS^ 

*^ 4 

bie 2lfi)mptot«ngteic^ung ber fpl^iSrifd^n $J)perkL 

SBirb ber J^auptfreiö KR' jur erften unb QSRT jur jweiten 

6oorbinateni2lre genommen, unb wiK man ffc^ ber 2lren-Soorbina:s 

ten bebienen, ib finbet man an^ ber ©leid^ung 

Ins b'* 
tne z^=T-^ — r- (sin x* — sin a*^) 
sin a * 

Uid)t bie fo{genbe ®leicl^ung: x^, cot a" — y*. cot b'2=i^ inbem 
man nur y . cos x für tng z futflituirt unb bann x für tng x 
fc^reibt. 

Bietet man oom Wlitttlpmtte Q ouö ferner na<6 einem fünfte 
M ber ßuroe ben £eitjlräl)l QM = q, weld^er mit ber erflen ?lre 
ben 2Binfel MQA=:vunb mit ber jweiten alfo ben SBinfel 90 **— v 
einfd^liefit, fo ifl: x = tng g cos v unb y=tng r.sin v; bal^r 
Ifat man ^wifd^en g unb v bU ®(eicbung: 

cot ^^sscot a'**co$ v^ — cot b'',sin v*; 
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wütaa^ man alfo fteH ^(^9 ju i^^^ SBettl^e i^on ▼ imi sliüä^t, 
ober entflegengefepte SBett^e ron ^ gehören* ©ü^ tfif jebe burc^ 
Q 9^j«>8ene ©el^ne, »oburd^ bet 3»tifl ^^.D mit bem jugeorbneten 
3wetge GB'H wriunben »irb, »om fünfte Q 'fyaliitt, ober ein 
2)ur(^meiret, mte ol^nel^in Mannt i% 

2Bitb bet SlbjJanb Qr=QF genommen, fo jfnb f nnb F bie 
JBvennpunfte bet J^^pertel. 2BeiI aber ff« 180** unb alfo f b^r 
®egenpunft t»on F ijj, fo Wnnen bie (Sigenfc^aften bicfer Srenn^^ 
punfte auf b^ ©teile an^ ben Gigenfc^aften bet aSrennpitnfte f 
unb F i^ergeleitet n^erben, ia j^tt ton f au^ gejogene J^auptfrei^ 
butd^ f gel^t. 

Stellt man, j.JB., t»on f unb F nad^ bem ^mf te M ber 6urj?e 
bie ßettflta^Ien TM unb F'M, fo gel^t bie JBerUngenmg Mf oo» 
fM burd^ f, unb ed ifl: 

f M + Mf = 180 *" = AB + AB' 

unb FM + fM= AB (nac^ §. 74); 

alfo ifl: rM-FM=AB'; 

nnb e6 tfl alfo bet Unterfc^ieb bet fieitftta^Ien betJ&^petbel gleid^ 
bet Site AB', »ie bei bet themn J^ppetbeL 

©c^Keßlic^ btent bie affgemeine ®cmetfung, baf[ in SBejiel^ung 
auf ben anbeten (Sudeten SJlittelpunft S (unb feinen ©egenpunftT) 
baffelbe gilt, wa^ nun in i^infic^t auf Q bewiefen ift* (S6 ifl ndnu 
li^ in Jg)initc^t auf ben SWittelpunft S bem Sweige ADB jugeotb« 
net bet congtuente JE'U, »eld^et mit J'D'ü' wieget ebenfaffö eine 
gefc^loffene 6ut»e, ndmliid^ bie QJegencutoe oon ADBE au^mac^t. 
9hit bie Sluönal^me ftnbet ^tatt, ba^ eö nun in bet Site CO feine 
aStennpunfte gibt* 3m Uebtigen etfc^eint nun auc^ bie m^ ben 
beiben gettennten Smi^en ADB unb JE'ü bejlel^enbe ßutoe ate 
eine ^ppetbel ; bie ©d^eitel finb bie @nbpunf te D unb E' bet etflen 
5lte, »eld^e = 180 ^— DE ifl ; bie jweite ^aliaxe ifl nun 90 **-b'=SL. 

2Betben in A unb B Sangenten an ADB gelegt, fo fd;neiben 
(ie ftd> in S unb gelten oetWngett ate Sangenten be6 3w<^ig^* 
JE'U butc^ J nnb U, unb finb alfo Slf^mptoten, obet bie öußetflen 
Sangenten. S)et ^patametet aber ifl bet im §♦ 71 mit q bejeic()nete* 

a3ejeic^net man SD = SE' = a nnb SL^ß, fo flnbet man : 

tng q SÄ --2 mib 001 tngq=rtnga»tngA 

tng a w * w w 

Sufa^ 93etgleid^t man bie Gleichungen togz^actng p^sin 2x 

— ^ — sXsinx* unb tng z^crtng p,sin2X' , ° , sinx^ 
tng 2a D o r » ^„g 2a 

au^ §. 76, fo fdfft in bie ffllitte bet %aU, ba$ 2a =2«' 
unb alfo a«:a'=5 90'ifl. S)ie ©leid^ng l^ot bann bie eins 
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fa<^ ^otm: tog z^«=tng p « sin 2x, imb l^at nun ^it^m 
lic^feit mit bet bekannten ®Ieu|usg an bie ekne ^atabcL 

2)te Statut ber fpl^rifc^en ^egelfc^nitte tann aud^ auögebrucüt 
tMtben bnrt^ eine 6>(eid^un^ noelc^ ber im §. 77 erl^altenen 9(f9mp< 
ti>tens(etc|»uns äfytdid), ahtt ungleich aOgemeiner ifl. 

Sft ndmlic^ in Fig. 17 bie @e^ne AB bit polare be^ «pole^ 
V; fo pnb VA unb VB jmei aSeru^unaöttnien, unb iebe t>on V 
ÄU6 gejogene ßinie VMPN »irb r>m btt polaren AB in P ^at^ 
mottifd) get^eilt Qint unter biefen fiinien YDCE .»erbe ate ber 
£age mö) conflaot angefel^en, unb eö fe^: 

sin CD_ sin CE _ 

sin VD ^rJTVE""^' 
sin CA ^ sin CBä«* 

sin pM« sin pN» i^a , . . ^ 
sin YM* sm VN' .«* "^ •' 

SBerben nun weiter bie ßinien BM mtb AM .gejogenr »otrcn lie 
Smiäenteu VA unb VB in P mb Q gefi^itten Jtoerbetv fr ift: 

sin Bp_ «in pM^ «in PA 
«inBA'^sin VM* :sio VP"^ 
sin Ap sin pM '«m BQ 
*in AB"^ sin VM ^ sin VQ ' 
«in pM^__ sin Bp «in Ap sin PA -«m BQ 
Urtb Olfo: j-J^YMi- sITIa ' ^uTBA * sin VI^ ' «mT^' 

5Birb biefe «Proportion mit ber oorigen Mtbmbtt\, .fi> jerl^Ält man 

*i« AP sin BQ ß^ . ^_, 
sin VP sin VQ «* 

jur 8^fu(|tett ^Cflemeinen ©letd^una. 5flt V alfo ^ein -äußerer SJnt« 
telpunft, fo ift AB bie Sarbinale ber 6oorbiuaten5?lren VA imb 
VB ; ferner ijl bana:/=tn5 CD.; «»^sin CA,2=sLn Clß\ m\b 

sin AB^ 

atfD : = 4 C6S CA2=4co« GB«; b^nn tiu« ifl C bie «Kitte 
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ron AB, unb man erl^iilt alfot 

tag AP.tng BQ=4lng CD\e<>« CB«^ 
Ober: tng VP . tng VQ= ^.„^ cD^.cosCB^ ^^^^ ^5- ^^' 

Slfcer wnn av^ nur AB unb ED jwei conjugirte «nbe«e ©urd^^ 
meffer fni, fo jilt bennod^ bk ©leic^ung : 
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wütaa^ man olfo fteH i(^ ju iebem SBettl^e i^on ▼ {ivei gletc^^ 
ober entflegengefe^te SBett^e ron ^ Qe^bnn. ©ü^ tfif jebe burt^ 
Q gejogene ©el^ne, »oburd^ bet S^^ifl ^^^ mit bem jugeorbneten 
Sweige GB'H Mrbunben »irb, »om fünfte Q ^aliitt, ober ein 
2)ur(^meffer, note ol^nel^tn begannt ifl. 

2Birb ber Slbjlanb Qr=QF genommen, fo jfnb f nnb F bie 
JBrennpunfte ber J^^perbeL 2BeiI aber ff« 180** «nb alfo f b^r 
®egenpunft von F i(l, fo fonnen bie ©igenfc^aften bicfer Stenn^ 
punfte auf ber @teDe an^ btn Gigenfc^ften ber 93rennpunfte f 
unb F l^ergeleitet n^erben, ia ieber oon f au^ gejogene ^anptftti^ 
hutd) f ge^t 

Sitf)t man, j^JB., ^^^ ^ w"^ ^' nad^ bem ^mf te M ber ßurue 
bie ßettflra^Ien TM unb F'M, fo gel;t iie JBerMngerung Mf oon 
fM burd^ f, mb e^ ifl: 

f M + Mf = 180 *" = AB + AB' 

mb FM + fM= AB (nac^ §. 74); 
alfo ifl: rM-FM=AB'; 
uttb e6 ifl alfo ber Unterflc^ieb ber fieitflral^len berJ&pperbel gleiil^ 
ber Slre AB', wie bei ber ebenen J^pperbef. 

©c^Keßlic^ btent bie affgemeine ®emerfung, baf[ in g3cjiel^ung 
auf ben anberen äußeren SJlittelpunft S (unb feinen ©egenpunftT) 
baffelbe gilt, wa^ mm in i^inftc^t auf Q bewiefen ifl. (S6 ifl ndnu 
Ii(^ in Jg)inftc^t auf ben SWittelpunft S bem Sw^'g^ ^^^ jugeorb^ 
net ber congruente JE'U, »eld^er mit J'D'Ü' »ieber ebenfalls eine 
gefc^Ioffene ßurve, ndmlicl^ bk QJegencuroe oon ADBE ou^madj^t. 
9hir bie 9lu6nal^me ftnbet ^tatt, ba^ eö nun in ber ?lre CO feine 
aSrennpunfte gibt 3m Uebrigen erfc^eint nun auc^ bit au6 ben 
beiben getrennten Sw^'g^n ADB unb JE'ü beflel^enbe ßuroe aU 
eine ^pperbel ; bit ©d^eitel ftnb bie @nbpunfte D unb K ber erflen 
5(re, n^eld^e = 180 ^— DE ifl ; bie jtoeite Jg)albare ifl nun 90 **-b'=SL. 

2Berben in A unb B Sangenten an ADB gelegt, fo fd^neiben 
(ie ftc^ in S unb gelten »erldngert ate Sangenten beö Sweigeö 
JE'U burd^ J mb U, unb (tnb alfo STfpmptoten, ober bie dußerflen 
Sangenten. S5er «Parameter aber ifl ber im §♦ 71 mit q bezeichnete. 

a3ejeid^net man SD = SE' = a nnb SL = /J , fo flnbet man : 
tng ß^ ^ ^^ 

*ng 9 === r^ f «Kfc Älfo: tngqcrtnga.tng/?. 

Sufa^ aSergleid^t man bie ®fei(^ungen togz^artng p.sln 2x 

— ^-^^sinx* unb tng z2=:tng p.sin2x.| ^ ^"^^^ sin x^ 
tng 2a D o r 1 ^„g 2a 

au^ §. 76, fo fdttt in bie Wtittt ber gaff, ba^ 2a = 2a' 
unb alfo a^^'^90^ i^. S)ie ©leid^ng l^ot bann bie ein- 
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fad^e S«>*m: tag z2«=tng p.&in 2x, imb ^at nun Slel^Ui 
lic^feit mit bet befatmten ©Icic^uttg au bie ebene ^atabeL 

J)te 9?atut bet fpl^dtifc^en Äegelfc^nitte fann öuc^ auÄgebrüdtt 
loetten bnrd^ eine ®Uiö)ms, welche bet im §• 77 etl^aftenen Slftjmp« 
totengleic^nng &l)vm^, abet ungleich aKgemeinet ifl. 

Sft ndmlid^ in Fig. 17 ik ®ü)m AB bie ^ofate be^ «Pole« 
V; fo flnb VA unb VB jmei aSetn^una^finien; unb jebe t>on V 
«u6 gejogene ßinie VMPN öjitb \>t>n btt ^olaten AB in P ^ax^ 
monifd) (itti)tilt @ine untet biefen Sinien YDCE mtb^ afe bet 
Sage m^ conjlaot angefel^en, unb e« fe^: 

sin CD_ sin CE _ 

sin VD ThTVE'^^' 
sin CA ^ sin CBä«* 

sin pM« sin pN^ ß^ . . , ^ 
Sin VM* sin VN^ ,«* •'^ •' 

SBerben nun weitet bie ßinien BM mtb AM ^gejogenr »owm tie 
Smigenten VA ntA VB in P mb Q gefi^itten Jtoetbiwv fr ift: 

sin Bp^ «in pM^ sin PA 
«inBA""sin VM* T^TVP 
sin Ap sin pM Vi« BQ 
*in AB"~ sinVM^ sin VQ' 
«in pM^__ sin Bp «in Ap sin PA ^m BQ 

""^ ^T- shTvivF"^ sTTSa' «ITba ^ SüTTF- «I^Tvq' 
5Birb biefe ^topottion mit bet porigen o.erbunbjen, fi> dcrj^ält man 

&in AP sin BQ ß^' . ^^. 
sin VP sin VQ «^ 

jttt ftefu(|ten allgemeinen ©letd^ung. 5ll V ,<ilfo ^ein -äußerer ÜJTrt^ 
telpunft^ fo ijl AB feie Satbtnale ber (Soorbinaten^^lren VA iinb 
VB ; ferner ijl batttt:.^=tn5 CD.; «»^sin CA.2=sin CB^^ juiib 

sin AB2 

atfo: JL==4c6s CA2=4€os GB»; bi»tt» tiu« ffiCbieSBitte 
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ron AB, unb man erl^iift alfo: 

tag AP^tBg BQ=4tng CD\eo« CB^, 

ober: tng VP . t„g VQ= ^.„^ cd'.cosCB^ ^^^^ ^5^ 77> 

Slber wnn «»^^ nur AB unb ED jwei conjugirte «ubere SDurd^* 
meffer fni, fo jilt bennod^ bie ©leic^ung : 
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sin AP sin BQ 
sin VP sin VQ 

«lußetb^m ifl nun: VA + VB=ii80^, akr nfd^t: VA«VB=90t 

& 80* 

fiegt man femer burc^ M unb N bte Sangenten RMS nnb 
R'NS; wovon bte ootigen Sangenten in R, R'; S, S' gefd^nitten 
toetben, fo fc^netben ftd^ biefe felbfl auf bet ^o(aten AB beö ^unf:: 
M V in einem fünfte W fo, ba^ W wiebet ber ^ol »on MN ijl. 
i)Q^tt f)at man noc^ bte folgenben l^armonifd^ getl^eilten Sinien: 

WR'JSS; WAPB, WRMS, WPnQ, VPRA unb VQSB. 3n fo fetn 

nun cUx bie ktben legten £inten l^armonifcl^ getl^etlt ftnb, i{l: 

sin VR.sin AP=2.«in AR . sin VP, 
sin VS . sin BQ = 2 • sin BS ♦ sin VQ, 

sin AP sin AR . sin BQ sin BS 

ober: - — ^7^=2.-: — rr^ uno -: — v7;=2. •; — ^fc • 
sin VP sin VR sm VQ sin VS 

SEBerben biefe SSer^dltniffe in betr Ofetc^ung 

sin AP sin BQ ß^ . ,^. 
sm VP sin VQ a* 

sin AR sin BS ß* sin AB^ 
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fuf'ftttuitt, fo erl^dlt man: . x;i> - • ^zc ^ . 

sm VE. sm \o «* 4 

Wimmt man an, ba^ C bie SEftittt von AB fe^, fo er^dlt man 
olfo nod^: 

sin AR sin BS _ _ 

. VP ^ = /5^ cos CA*r=:/?2 cos CB^ ; 

sm VR sin VS '^ ^ 

unb burcl^ biefe ©leic^ung »itb auf bk attgemeinfle ©eife ba^ 
®efe^ au^gebmcf t; na^ ttjcfd^em jwei Sangenten eine^ Äegelfd^nitt* 
von einet btittzn gefd^nitten werben. 

<Ts' /r iT X .. 'A • ^. ^ sin CD ein CE 

2)te ßonflante ß tftwte oorl;in: ß^ - — xtR— » ^rj? * 

^ sm VD sm VE 

©ittb AB unb ED jtt>ei conjugirte ©urc^meffer, fo ifl: VC = 90*; 
«nb alfo: /J=tng CD; ftnb enbltd; nod^ AB nnb CD jwet ?(xen 
be^ Äegelfc^nitt^, fo ijl: VA=VB, unb alfo nun: 

tng AR. eng BS==::lng CD^.cos CB*« 

?lußerbem ifl nod^ in biefem fperieHen gaffe: tng AP «=2 tng AR 

mb tng BQ = 2tng BS. 

2Ba6 enblic^ fo eten oon ber fpl^drifc^en ©ttipfe tewiefen ifl, 
gilt offenbar ant!^ oon ber fp^drifc^en J^ppertel. 

!EBenn in Fig. 18 in aSejiel^ung auf btn inneren SRittelpunft 
C Aa unb Bb jmei conjugirte Durc^meffer (tnb unb gefegt xcixb : 
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tng -—«sAunb tng —-<=>9, fo ijl, twnn (t< ju Soorbinaten*?!«« 
seticmmeii mthtn, bit ©(etd^uns an bie @ut)^e: 

B2 -r ^2 *• 

3« iebem SGBetrt;e »on x gel^ßten nun jwei gfeid^ fltofe unb ents? 
gegengefe^te ©ettl^e Don y, unb umgefel^tt 

S(l alfo XY bie ßarbinale be^ 6oorb{nÄtcn*®t)ftemd, fo ifl: 

tDgCPs=5-)-x unb tngCpa=5 — x; tng CQ== + y unb Cq = — y. 

Die Pier ^mtu M, N, m, n bet (Surwe, mld^e l^ierburd^ beflimmt 
irerbeU; ftnb bie t>ier (Säen etneö in biefelbe 9efc()tiel)enen 93ieredf^ 
»ön tefonberet Sefc^affenl^eit, befien ©eiten Don ben betben coniu^ 
girten Surc^mejfern in P, Q, p, q nac^ einem ®efe^e gefc^nitten 
werben, wel^eö nur nid^t ganj fo einfad^ ift aU in beut analogen 
gatte ber Planimetrie, wo baö 23iererf ein «parattelogramm i% 
unb feine (Säten oon ben teiben conjugirten £)urcl;mejfern ^alWrt 
werben. 

@^ ifl ndmlid^ nac|> §• 3, mnn CP = x unb CQ=sy ge« 
feßt wirb: 

cot PM = ( ^+cosv.sinx ): v^(l — cos v^^sin x'), 

\cos X , ' y 

cot PN = ( ^4-co5v.sinx ): /U— «osv'.sin x*J, 

\ cos X y 

(cot V \ 
^ — cosv^sinx ] : v^(i — cosv*» sin x^), 
cos X J 

(—— cot Y \ 
' — cos V ♦ sin X ) : v^(l — cos v^ , sin x^)» 
cos X / 

Dal;er l^at man benn offenkr: PM=pn unb PN=pm. ®anj 
eten fo jfnbet man: 

QM = qn unb Qni = qN.^ 

SBeil nun akr YP+Yp=i80° ift fo ifl alfo aud^: YM + Yn 
=YN-f Ym=i80*'; unb eten fo ftnbet man: XM4-Xn = Xm 

+ XN = i80°. 

2)er Uetergang oon jwei conjugirten 15urdE>mefiern ju jwet 
anberen ifl efcen fo einfadf^, aU in ber Planimetrie, weil baid bet 
Slnfangöpunft ber ßoorbinaten nic^t rerlegt wirb, unb alfo bie oor* 
5unel^menbe Soorbinatenverwanblung mit ben im §. 18 l^ergelets 
teten gormein tefhitten werben fann. Sflan gelangt ju eten fo ein« 
fachen gormein, afe in ber ^Planimetrie. 

©inb ndmlit^ A'a' unb B'b' jwei anbere conjugirte 2)ur(l^i 

A'a' B'b'^ 

meffer unb fe^t man: tng -77-= A'; tng— -=B'; kjeic^net man 
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femer htn ©tnW ACA' mit (A, AO; '^n SBtnW BCB' mit 
(B, B'); ben 2BiJ!&r ACB mit (A, B); ben aSinfel A'CB' mit 
(A; BO; ben mntd A'CB mit (a; B); ben SBrnfel ACB' mit 
(A, V), fo ifl: 

1) A^ + B^eA'^+F« 

2) A . B . lin (A,B) c= A' . B' . sin (A^ B'X 
S) A . B'. sin (A, B')= ^\B. sin <A; B), 
4) A . A\ sin (A, A') « B . B' sin (B, B'). 

S)fefel(en ^ormetn gelten auc^ )>Dn ben ccnjugirten £)urc^mefretii, 
»elc^e einem Äegelfd^nitte in J^inltcl^t auf btn einen ober ben 
anbeten t>on feinen Reiben duneren ^ittelpunften jufommen, unb 
nur bie erfle unter i^nen erl^dlt haUi eine gerinje ^bdnberuns, 
^e i(t bann: 

A^—B^ccA'«— B'* ober B»— A'=B'*-A'* 

2)ie (Sleic^ung an bie burd^ ben ^unf t M gel^enbe JBerul^runa^^ 
Knie ED, wovon bie teiben conjugirten Durd^mejfer Aa unb Bb 
in D uub £ gefii^nitten merben, ifl: 

x.t y.u 

Mb ti folgt baraud: tng CA2=A*==tngCP.tngCD=sx.tngCD; 

tng CB»=B23=tng CQ.tng CE = y.tng CE. 

SGBirb nun oom 3BitteIpunfte C ba^ &oti) CR auf bie Sangente 
DE ^tfäUtf nnb werben bie beiben conjugirten i^albmeffer barauf 
projijirt bnrc^ bit ^erpenbiM BS unb AT, fo i^i 

% A tn« CT 

A tng CD tilg Ca 
y B ^ tng CS^ 

ß "~ tng CE tng CR ' 

unb weit (j) +(5)^= 1 ift f^ ^^Wt ^<in 

tng CT2-f-tng CS* = tng CR* 

l^nm ^fu^brudfe einer al {gemeinen @igenf(l^aft ber coniugirten 
£)ur(i^mejTer eine^ fyl^tSrifc^en ^egel^nitt^, welche um fo bemer« 
fen^wertl^er iii, atö bk Sangente DE bie Suroe in einem belieNgen 
^uttt M berühre« fann* 

^m ber ©leic^ung p + li'^^ ^^^^^ ^^^ ^^^ ^^^^^ ^^ 

gemeinen Slu^brucf für bit ®t6^e bed Ärummungöl^albmeffer6 r 
^t, mjidftt bem fünfte M ober (x, y) bet ßurpe angel^ort* ©* 
fet) ber SSinfel ber jbeiben conjugirten Dnrcl^raejfer = v unb 
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xäsÄ. . sin <pr bam i(l: y *=B . cos ip, y3i — x9j «A . B . dv, 

J)a^cr ifl benn höc^ §. 30: tngr=» 

//^Al* co sy^-f 2ABsinycos9>co8Y4>B^8iny*+A^B*sinv a^. f 
'^ \ i+A^sin y*-j-B^c osy^ + 2ABsinycosycosY J 

A « B « sin V 

^UraU finbef man nun ik 5lu^rücfe für bie ^tümmtxm^^alh 
meffer bet @^eitel A imb B bet Reiben conjagirten SJurc^meffei: 
Aa nni Bb, weld^e mit « unb ß kjetd^net fepn mögen, inbemman 
juerjl g)= 90** unb bann 9=0 fe^t, woburc^ man erhält :^ 

B^ .//'l+A^sin vK" 
A^ .//-i+B^.siav^N» 

§♦ 83. 

Um bre ®leid^ung an bic (SvoluU tm^ fpl^dtifc^en JtegeU 
fc^nitt^ ju ftnben, i(l e6 am tequemjlen, auf ben ®ebrauc^ ber im 
§• 26 aufecfteßten alTgemeinen 5Iu^brüdfe für a unb 1> ju »erjicl&s 
ten, unb fct)on t>on bet ©letd^ung 

t[l+y2— pxy] + u[p + px*— xy] = x + py 

ön bie D?ormaIe be^ ^unfte^ M ober (x, y) be^ Äegelfc^niftö au«* 
jugel^en. (56 fei)en a unb b bie kiben ^aI6aren be« ^egelfc^nittift 
unb tng a=A, tng b=B; fo ijlbie ©leic^ung an benÄegelfd^uitt: 

:x» y2 
A^ + W^"' ^' 

©e^en mir nun: xäA cos g>, fo i(l: y =B sin <p, unb alfo: 

TD 

pcs cot 9; ballet {(l nadj^ ber ©ubflitution unb JRebuction 

ix 

bie ©feid^ung an bie 9?ormaIe : 

l(A+ÄB2)sin 9 — 11 (B + BA«) cos9) = (A2— B^).sin9COSy• 
2öirb jur SlWurjung gefeöt: 

^ — A + AB^ . i B + BA^ 

t n 

fü i(l bie ©leic^ung: — sm ^ cos 9=sin 9 cos <p. 

©iefe ©leic^ung mufi (wie im §. 26) nod^ einmal bifferenjiirt 
ttjerbeu; inbem man t unb u baiti atö conflant anjlel^t ^ierbutc^ 
finbet man: 

— cos cp + — sin g)=^cos ffl^-r-sm 9'. 
m n 
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^trb bte evjle ©(eid^mtd mit sio 9 unb bte ixotitt mit cos ^ 

multipliiirt, fo erf^Alt man burd^ ^bbitton: 

— SS cos ffi \ 

m 

5©itb bie erfle ©leic^ung mit cos 9 unb bie jweite mit sin ^ 
multt|>{t)itt, fo etl^dlt man burc^ ©ubttaction: 

u . - 

— =5 — sin « . 
n 

X)af)n tfl bte gefud^te ©letc^ung an bte @Dolute be$ Jtegelfd^nitt^ : 
^an ftnbet aber nad^ einiger SRebuction : 

cos 2 b — cos 2a . cos 2b — cos 2a 

in= : — unb n = r—r • 

sin 2a sin 2b 

©a^er ift wenn biefe SBert^e fufcflituirt werben, bie ©leic^una an 
bie (^uDlute beö Äegelfc^nitt^ : 

(x.sin 2a)"3 -f-(y . sin 2b)ä =s(cos 2b — cos 2a)3^ 

ergebt man bie ©feic^ung (^j" + (0^= 1 jum ^uim, fo U^ 
jle (tc^ unter folgenbe gorm bringen: 

^ktan6 fielet man, bap bie ©»olute eine^ fpl^drifd^en 
Äegelfc^ntttö tim ßinie ber fec^öten Drbnung ift; benn 
burc^ wieberlf^olteö ßubiren ftnbet man: 

m^. n* ^"^ m* u^ J 

Sie @»olnte, beren &kid)nns je^t gefunben i% gel^ört nad^ 
§. 55 noc^ mit einer jweiten 6urt>e jufammen, beren @Jeic^ung 
au6 ber ®leic^iing Ay24-2Bxy4.Cx2+2Dy+2Ex + G = o an 
bie erile Surve gefünben wirb unb nad^ §. 69 ifl: 

(E*— GG)y» + 2(BG-^DE)xy + (D2— AG)x»+2(CD-.BE)y 

+ 2(AE-.BD)x + B2— AC=o. 

$egen wir aber bie ©leid^ung 

y2 • j2 . 
^^ ^ SS £ 

tng b* tng a^ 

j^utn ©runbe, fo finben wir aB (^(eid^ung an iit jweite 6urt)e: 
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tng a* tng b* tng a^.tng b** 

ofcet auc^: y'.tng b?+x^ tng a*=i, b. 1^.: 

tng (90''— b)^ tng (90^— a)* 

©ttb alfo 90°— b = a' imb 90 **— a = V gefegt, fo (tnb a' imb 
b' bie gro^e unb Weine ^albare beö jweiten Äegelfc^ntttö* S)a^et 
Ueflen bie ©dj^eitel ber fleinen 5lre bet i^inen (Surpe in ber gtofen 
?lre ber anbeten Satire, unb umgefel^tt 

^ cos a - , cos a' - ^ ^ . 

@efet man: cose= =■ unb cos e = — - , fo fmbe uno 

cos b cos b 

c' bie '^rcentticitdten bet Uxim Äegeifcbnitte unb eö i(l alfo auc^ : 
cos e = •:: ©afeet hat man: «os e cos e = ^ " ; ■■ • S5>enn man 

sm a tng a 

a elitnimtt, fo flinbet man : 

tng b^ tng e' = sine; 

unb menn man b eliminirt, fo et^dlt man: 

tng a,sin.e' = tng e, 

jum Sluöbnicf be^ Sufammenl^ange^ untet ben Uibm (Sxctntxidt&Un. 

S)a sin 2a= sin 2b' unb sin 2b = sin 2a', cos2a=a — cos 2b' 

unb cos 2b =— cos 2a' ift, fo et^eUet aud^ l^iet ganj beuttic^, wa^ 
fc^on im §♦ 35 in stb^ttt 2lffgemeinl^eit fcewiefen ift b<^9 ^^^ ^^^^ 
ben ßutpen biefette ©polute l^akn* 

S* 85. 

Sabie SWectiflcation unb Cuabtatut bet ^egelfd^nitte mit Slud^ 
iial;me be^ Äteife^ j?on itt Sntegtation btt eHiptifd&en Sntegtale 
obl^önat, wie man talb finbet, unb alfo in gefc^Iofienen ?(uöbtucffn 
M^ ie^t unmoglid^ ift fo ü^etgel^en ttjit bh Slufjlellung bzx barauf 
iejüglid&en Siffetenjiale l^iet uoßig, unb flelfen ba^ix in einigen 
Slufgaben bie fpl^dtifc^en Äeg^lfc^nitte alö fogen annte geomettifc^e 
Oettet box. Die etfte ^tufgabe mag bk folgenbe fe^n* 

SBennFig. 19. baöS)teiecf VRS mtt bem gleirf^fc^en- 
feligen Steiecfe VAB btn SBinfel Vgemein l^at, fo finb 
hu teiben S)teiedfe Jefanntlic^ gleid^ gtof, wenn: 

tng^j; VR.tng% VS = tng'/, VA^^tng J/. VB^. 

3)iefet Sebtngung^gleic^ung f ann bie ßinie RS auf unjdlS)lige ^xttxi 
®?nüge leiflen, unb man fuc^t bai^tt biejenige ^\xx\>tf 
welche i>on il&t jebeömal betfir;tt witb. 

9Äan nel^me bk ©c^enfel beö SGBinfeB AVB = v ju Sootbi* 
ttaten-SIren, atfo: VX«=90*'unb VY=:90*^; bann ift XY = v bie 
i^0xb\naU\ fetnet fep: VR=:t unb VS==u, VA=*YB=k unb 
*ng/i k=a; bann ijl bie Sebingung^gleic^ung: 



^^m ^f^ ■■■i 

tng'/. t.tngJi a«««^ 

dt , au 

•m t ' iin a 

J)ie ®(etc^ung an RS ift weitet: x cot t + y coiu=i; fte muf 
ibef anntltd^ ebenfalls btffetenjürt werben, \»oUi z mb j aU conilatit 
aniufe^en finb, unb l^ierburd^ er^dlt man: 

idt , y.3u 

sin t^ sin a^ 

^ni biefen (eiben iDtfferenjtalgleicI^unsen al&et finbet man 

sin t . sin u 

cos t^cos u cos t-f-cos u 

jut aSejltmmuns be^ 93etü(;rung^punfte^ M in ber ÜHnie RS ober 
in ber un(efannten Surpe* 

2>iefe ^u^brucfe l^aben eine kfannte ^rm, mb nod) §* i6 
tft ber SSerul^rung^punft M gerabe bte ^ttte von RS; bal^er 
wirb bit 2inu RS in alten i^ren ^a^en i>om Seriil^^ 
tung^punfte ber (Suroe ^albirt 

gerner ift na(^ §. 16: 

y +x = tng^l—^j unb y-x=»tng (^) / 

Ober: y+x^ ^^,. ««»^ y-^« I+;;i 

jE^ierottd ftnbet man r&tfwdrt^ : 

i i • 

tng - t=:x— y.tt* unb tng ~ uesy— x.a'; 

1 i 

unb werben biefe SBert^e in ber SBebingung^gleid^nng tng^ t . tng -- u==a* 
fulbfKtoirt, fo erl^lt man, wenn jur ?(Wttrjung gefegt wirb: 

2 

bte einfädle @(eid^ung an bte gefuc^te (Sun^e: 

y 2— 2mxy -j- X •= — 1. 

ig^iemac^ ifl bie ßuroe ein Äegelfc^mtt, mb ber ?(nfang«pnnft V 
felbfl tfl einer oon il^ren Reiben äufleren ÜRittelpunften« 

3nr genaueren ^enntnifi biefed ^egelfd^nitta oerlegen wir bit 
erfte S(re in bie ßinie VC^ weld^e ben SBinW v unb bal^er auc^ 
bie Carbinale XY ^albirt; bie zweite (Soorbinaten-^re cibtt mag 
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itntud^t auf btt erfteii fenm. tieft SoorbteateiwerwanMuttg t^itb 
nacj^ §. 18 t)orgenommen, inbem man fe^t : 



X sin ycos - 

fUt X, 



sm y 



X sin — -fy cos — 

mb : für J. 

sin V • ' *^ 



2)urc^ bie ©irtfKtution biefer STuöbrücfe erf^dlt bie ©feic^unfl 
y'^— 2mxj + x«= — i He ^otm: 

unb iur Seftimmung bet teiben jpaltaren a' unb b' (für ben «Xuf e: 
ten gÄittelpunft V) ^at man bann bie ©leid^tmgen : 

cot Ä^=5 



2 cos- ^+*«'^ 
2 



cotb-=-^±l=JE±L.. 

2«nl! *-*'<"^ 
2 

SQJeil mm ater «=tng|-k ijl^fo flnfcet man: 

( tng i k— cot - k V 

— i=L_i___2__;^2cotk«, 

_^^ (tngik+cot|ky ^ 
"* 2 sink«* 

»a^t i^at man benn jut JBeflimrattng »on a' unb b' bk kibeti 
einfachen ?luölMMe: 

tng a'=tng k.cos 1 unb tng b'=sm k.sin I. 

S)em wflett «tuöbrudPe getm wir fc^on jeht eine aeometrtfcfie 
3)merf« AVß »Ott VC m G geft^nitkn, fo ifl: BG=AG unb 

tng VG = tng VB.C08 1= tng k.co»^; bo^W tfl: a'=VG, 

«nb alfo G b« ©d^ttel b«r Jg>attare VG obw CG bw Qum. 
§«n«r i^at man; sin bg «sink. sin I,unb alfo: 

tng b'sBssin BGaö^in AG. 
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3fl ferner e bie dxunttidtSt fi6r ben inneren nnb e' ^r bm 
Au{ieren9RUteIpunft,oiro : e+e'^oo^^fo finbet man: sin e'^:sfio k% 

ober duc^: 

c' = k. 

SBenn man ba^er mit bem diabtud VB=sk einen JtreteBogen 
BF befc^reiH wel(^r VC in F fc^neibet^ fo tft F ein »rennpunft 
ber Surpe» 

SBerben toeiter bie gro^e nnb Heine j^al^ore für bm inneren 
^ittelpunft mit a unb b ^ejeicbnef, alfo: 

CG = a unb CD = b, 

fo ift: 

cotasstngk.cos —unb tDgbsscosk^tng -^ » cosk.tng CY, 



worauf man (le^ ba^ immer CY>ßD ifl, 

SBenn man enUid^ bieienige Suroe conihuirt, worin bie fpl^^s 
rifd^en SÄittelpunfte aKer Serül^rungdlinien RS entl^alten finb, fo 
fdOt i^re große Slre über ED, unb »enn /* einer oon btn beiben 
SBrennpuntten in biefer ^xe iH, fo i{l nad^ §• 84: 

. tng c _ T 

sin Ci4=*. — 2 — -5 cot k. cot a=s cos — • 
tng a 2 

35al^er ifl: C^+CY=9o*; ober: Y^=90*l 
j^ierburd^ j!nb aber bk beiben urfprunglid^en 6oorbinaten::9[ren 
VX unb VY l^injtc^tltdE> il;rer ßage auf eine einfache 2Beife geome? 
trifc^ bejtimmt worben; benn e^ ijt fi ba^ fpl^drifd^ Sentnim be^ 
J^auptfreifed V Y ; eben fo ijl aber ber ju /* gehörige anbere Srenn« 
punft aud^ ba^ fpl^drifc^e Zentrum beö ^auprtreifeö VX. 

?lnmerfung. S)ie fo thm bewiefenen ßebrfd^e (tnb juerft, je? 
bocb ol^ne fBtmi^, im fünften ?luffa^e beö jweiten Sanbe^ 
be6 3i^urna[e6 für bk reine unb angetoanbte ÜDfatbematit 
au^fproc^en n^orben. 

SBerben über einer gegebenen ©eite = v aU J^^potenufe mehrere 
fpl^drifc^e rec^twinfelige ©rdedfe conflruirt, fo liegen ik ©d^eitel ber 
redeten ffiinfel in einem Äegelfc^nitte oon befonberer 95efc^affenl^eit. 
9?immt man ndm(id^ jene @eite jur Sarbinalen, fo ift bk im ;§*'5 
gefitnbene Sebingungögleic^ung 

cos ▼ 

' sin V* 

ber ßage eine* ^unfte^ M ober (x, y) bk ®Ieic^ung an hk (Sun 
oe; ber Slnfang^punft V felbfl ift ^iernad^ ein duf erer SBittelpunft 
be^ ^ege(fc^mtt6. X>a nun aber oa^ $• 77 



1 
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_ jpg a^» 4- tng b '^_ cot a» 
x^j j 4cosb« 

unb bet 9[f9mptotenmnfel v«:2b tft, fp finbet man auf ber @teKe: 

cos 2b . . f ^ 

cot a^Ä . "j, , ober einfacbev : 

sin b' 

sin a=stng b=:tng — • 

Der Ott für bte Sd^eitel bet rechten SBinM aDer uf^et einer ge^ 
seltenen ^^potenufe ju conflrutrenben red^twinMigen S)retecfe tft 
alfo ein Jtegetfd^nitf; beffen Heine ^Tare bte gegebene i^^potenttfe 
fedbft tft; bie grofe 9(re a^et IM^^gt pon ber Keinen ab, fo ba^ 
ber ©inud ber ^Ifte jener gleid^ ber Sangente ber J&filfte biefer i% 

3n 9nfe|^ung ber beiben $(xen für ben fiu|ieren 37{ttte(punft 
V gut btefelbe S^rmel^ ndmlid^: «in a'=tng b'. 

SMe (^tcentrtcität e für bm inneren ^ittelpunft ift ibeflimmt 
burd^ bte Formel: 

sin 63= tng b^sssin a^, 

unb ben ^rameter p für btn @(^ette( ber großen Wct gt(t bie 

formet tng pa= —sin 2a. 

SBirb bte groffe 3[xe 2 a jitr 9l6fctffentinie unb ber innere 
STtittelpunft imn Slnfangdpunfte genommen, fo erlitt man, mnn 
X bte 9(bfci(fe unb y bte ^ppltcate bejetc^net, bU ^Uidfuni an 
bit (Sunt: 

tng j^sssin a^-— sin x'. 

3ufa$. ^a ber SBtnfel XMY in bem ü6er ber Sarbtnale 
XYasv conftruirten S)reiedFe fein red^ter fe^n, fonbern eine 
gegebene &tb^t ess m l^akn, fo ^at man bte ©(eid^ng : 

cosm^« (l4'X*sinv'^).(i+y^sin y2)s=:(cosv — xy sin \^)^, 

ml^tt gemäß bie Drtdcuroe mtn jn ben Sinien ber 
oierten Orbnung gel^5rt, ba l^tngegen in ber ^(ammetrie 
bie Ortdcuroe iebtn ^aOed ein ^nU ifl, ber Wintd m 
mag ein red^ter fe^n ober nic^t J^ter tfl alfo ein oöQiger 
9]langel irgenb einer 9lnalogte imtfd^en ber ^(antmetrie unb 
ber @p^Artf* 

Die fo e(en befd^riekne Ortöcuroe^ toelc^e ldng|l befannt i(t, 
l^at a^r nod^ anbere bemerfend»ertC;e @igenfc^aften, welche ncd^ 
ttnbefannt ju fepn fd^inen, unb jn beren @nttt)idPelung »ir ie0t 
fibergel^en* 

2Benn in ber ©runbßnie MN eined fpl^drifd^en S)reiedPd MON 
ein ^ntt R fo genommeti tocrb^ ba$ bte von i^m aud nod^ bem 

7 
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6<^itel bt6 (Segenmutfel^ aejogene fpl^Atifc^erabe HO bkfen SBitu 
M btt ^oportioQ 

sin ROM m 
sin RON~ n 

flemÄfl tl^etft, fo liegt bet ©t^eftd O öffer fiter MN confhutrfen - 
Sretecfe in einet Suri^, beren @(ei(f^ung ju ermitteln ifl. 

Die aufgejleOte aSebingung^gleic^ung «formen toir fogleic^ in 
eine anbete um; benn ba immer 

sJD RM _ sin OM.sin ROM 
SiiTW sin ON . sin RON 

t(l, fo ifl (te offentat gleicf^tebeutenb bet folgenben : 

sin RM_^ m . sin OM 
sin .RN"" n . sin ON 

3tt bem kfonbeten %aU^, baß m=n ift btfidPt jebe bet id^: 
ben ©leic^ungen au^, ba^ bet 82BinW MON oon bet ßinie RO 
l^alHtt wetben foH. 

9?immt man ben fejlen ^nnft R jum ^Bfnfang^pnntt, Itnb RQ=x 
nnb QO=i; bie «Ibfciffe unb fenftecf^te Slppficate fnt ben ^mtt 
O, i(t fernetRM=:aunb,RN=A fo i(t: cosNO = coszco5(/?+x) 

ttnb cos MOa=cos z cos (a — x). 

S>al^et l^at man bk ©(eid^ung: 

sin a* m^ — m* cos z^ cos (a— x)^ 
sin /92 n*— n« cos z^ cos (/?+x)* ' 

toe((^ itd^ fel^t leidet umformen l&^t in: 

sin «* m* tng z*+m* sin (a— x)^ 
sin /J^"" n« tng z^+n* sin (/J+x)* * 

©iefe ©leic^ung gel^ött offentat einem Äegelfc^nitte am Um bm 
S)ut(^fd)nittöpunft btt (Suroe unb ber Sltfciffenlinte RM fennen ju 
lernen^ ^at man z=o j« fe^n, woburc^ man ftnbet: 

m sin f« — x) sin o 
n sin (/?H-x) sin ß 

2)al&er qiU eö jwei folc^e 35urctfclE)nittöpunfte, wie oorauöjufel^en 
voat. ©er eine ijl teflimmt burc^ bie ©leld^ung: 

m sin (a — x) sin u 
n sin (/J+x)"^ sin ß 

toeld^e fid^ umformen laßt in: 

cot X — cot a n 
cot X + cot ß m 
« ^ . . m cot o 4- n cot ff 

ober auA in: cotx=: -i- ^ . 

m — n 

aSenn alfo m > n i^, fo liegt biefet ©urc^fd^nittÄpunft, 
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ml^t mjit A. ibejefa^net fe^n mag, {wifc^ & unb M; mm ator 
m5=n ijl, fo föttt bet ^unft A mit R jufammen. 

, m cot RM + n cot RN 

S>al^er tfl benn: cot RA= • 

gSttb bet anbete ©iird^fc^nitt^punft mit B kjeid^neti fo finbet 
man ekn fo: 

m cot RM — n cot RN 
cot RB = ' — • 

SRoti l^at fetnet bie (etben Proportionen: 

sin RM ^ m . sin AM sin RM m , sin BM 

sin RN"^ n . sin AN ""^ sin RN"^ n . sin BN ' 

unb Otto ber SSerbinbunis (etber fo(gt nod^: 

sin AM sin BM ^ 

sin AN"^ sin BN* 

b. ^., bk Slbfciffenlinie ifl inben oier 5))unften N, A^ m,B j^armonifid^ 
getj^eilt; unb bie ^mttt A unb B finb, wie ibalb nod^ beutlic^r 
erl^ellen wirb, jttjei ©(^ eitel beö Äegelfc^nittd. 

3um ^u^brucf ber ^(ppltcate be^ ^nfang^punfte^ finbet man 
bie gormel: 

m* sin ß^ — n' sin «■ 

cot «*= T~5 57—: J— : — TT* 

(n* — m^) sin a*sin/J* 

SGBirb dfo angenommen, ba^ nOn fep, fo tfi: c nnmodlid^, 



ober e6 müßte fepn: m'sln /j<;n sin a, alfo: — <-: — r, ober: 

n . sin p 
stn NO<:sin MO. 

2Bettn m=sn ift fo finbet taan z=3o, wie oj^nel^in tefannt, weil 
bann bie &troe burd^ bm ^nntt R ge^t* 

Um eine genauere Äenntnig oon ber Sefd&affenl^eit ber in SRebe 
flel^enben Suroe ju ei^angen, fd^af en wir in ber @lei(^ung an bie^ 
felbe bie Wenner fort, woburd^ (le wirb: 

^ n^ sin «^ sin (/g + x)^— m^ sin fl^ sin («—1:)^ 
*'°2* - ^ m2 sin ^2_n* sin «« 

OTan (le^t ^ierauö, ba^ bie Sltfciffentinie RM fettjl bie {Richtung 
einer 9(re ^a(^ unb ba^ alfo jwei Mittelpunkte ber Suroe l^ierin 
liegen* 

3fl etwa C einer ber teiben SÄittelpunfte, imb jwar ber inner^ 
mb RGscii, fo oerlegt matt ben ^nfangöpunft nai^ C, wenn man 
in ber oorigen ©leic^ung x + z für x fe^t; bal^er ^at man: 

s P^ sin g'sin (ß + X+xy-^m^ sin/g^sin (g— X— -x)» 
^* * ^ m« sin ß^—n^ sin «» 
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Pm^ QntwMelitits erlitt Mefe &Ui^ni bk govm: 

^ A cos x^4-2B sin x cos x+ C sin x^^ 
^'^S * ^ m^ sin /9>— n^sin o* ' 

unb füv bte in it^t porfMnmetiben btet Sotiftanten l^at man bcam 
bie folgenben titiebrutfe: 

A-n* sin a* sin (/J+i)»— m» sin fl^ sin («— 1)^ 
Besn^sin «»sin (/J+Ä)cos(/J+i)+m«sin (a— Z)cos(cB^a)sin/r^, 
Ce=n* sin «« cos (^4-X)*— m* sin /?* cos (a—Xy. 

S)te (Socffldenten b<tnflen in iiimltc^ einfoi^ev fOkife ittfammen; 
benn xaan fUtbet leicht: 

A + C » n'sin a'— m? sin ^^ 
unb B>— ACam* n* sin o* sin ß* sin (a+/^)^ 

SBctt nun aUx bev ^i^nft G ber QTttttelpunft feyn foK, fo muß bet 
(Soeff!dent Bso fe9n, unb ^ievbuvc^ mbbie Wctffeit be« SKttel:: 
l^untttö befltmmt (St i(t ndmlic^ jundc^fl : 

n< sin a* sin i2fl+Mxsm^ sin (2il--Sa)«sin Z?»^ 

unb ^ieraue (ie^t man: 

2(n* cot Ä+m* cot «) ^^ 

Sil 2)K;dO'' ber eine burd^ blefe gptmel tejlimmte 5Bettl^ 
»on 2X, fo flenüflt biefer gotmef öuf er ber ?lfcfcifre ä auc^ nod^ bie 
«tfcifle 90"+;!» unb ba ber Unterfc^ieb ber befben ?lbfe(fren=90'' 
tjl, fo ifl beutUc^, baß burd^ biefe ^crmel bte £age betber in ber 
9(bfciffenlinie beftnbltd^en mttüpnnttt ba Xegelfc^nttt^ befltmmt 
»erbe* 

2)te ©leid^und an ben ^egdfc^nttt fdbil ift unter biefer Sor« 
au^fe^ung : 

A cos x^^-C sin x*, 
^ m*sin/J* — n^sma* 

•. ^ . - — A. cos x' — C sin x* 

ober amb: tngz»« — ; ■ , ' • 

A -J-G 

@e^t man nun zsa für x::so unb x«b für 2»o, fo f(nb a unb 
b jttiei ^aV>axtxi für ben inneren ÜRtttelpunft C, mb man l^ot (u 
tl^rer 99efttmmuns bit ®lei($ungen: 

— A «— A 

tng a«Ä j_^ unb tng b« e -g- ♦ 

— A 

!K6er an« ber erilen ©leic^ng folgt: sin a'a ^ ^ ba^er ^at 
matt benn: 

sin aoBitng b» 

£a]^ {|t benn ba6 @tudF AB ber er^fciffenlime bie Heine Vre für 
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btn tnneten ^ttäpmtt €, nni' itt Jtegelfc^nUt ^at niriQtm bies 
feite fpecielte 55efc^öffettl^t, afe bet im §. 67 Myatibtltt. 

28i?b alfo »on Fig. 21 bet Äegelfd^nitt »oraeflellt, «nb tcirb 
bie flta|e Vxe ED gejogen, fo tlt: 

sin GDsstng CA, 

titib bie ^eripl^eriewinfel AOB, AO*B k. finb. redete. 

f A + CV 

Da fewiet (l— tng b«)«« — c» ^' ^* '^^^ ^^"- 

tng b« —AG ^v /^ 2tngb N« ^ , ^ .^ 

<1— tngb'^)» (A+C)» vi — tag bV ^ '^ 

fü ftttbet man: 

tng 2b=:tng AB=;. ^Vj=_J^ ofcet; 

.^ 2mn sin a sin /? sin («4-^) 

° n^ sin a^ — m* sin j^* . » ' 

»»üki man akr nut bie al^folute @t$^ ate SBettl^ i^on tng Afi 
wtflel^en »itb* 3tt bem tefonberen ^cXit nassn MeiW bie gotmel 
«in CD SS tng CA unoerAnbett; aber man l^at mm einfad^t: 

2(cot/?^cot4») _^ 2' 

.tns 2as5s ' ' ■ ^ — ~ " ■ ras i * — i— ^ ^ 

** cot «» — cot /J* cot a — cot ß 

. ^ «ot .« — cot ß 

i)ber : «ot 2i = 

2 

A -n . 2 sin « stn ^ . ^ -. «, 

unb tng AB Ä ± ■ . .. — :f, otit ebenfaW : 

.« cot« — cot/J 

cot AB« ^' 

2 

mt »otauejufel&ett war ; benn in biefem befbnberen gaffe gef^t bit 
4§mn burc^ B, unb e^ f&Ut alfb A jmit £ jufammenr J^orauö folgt, 
baß nun 2X=AB i(l, 

2Btr fönnen nun baö (emiefene aügemetne Sll^eorem, tvie folgt, 
jttfammenfafren: 2Benn ADBE ^ein folc^er Äegelfc^nitt ift 
ba^ alle über feiner lleinen Site AB c^onitruirten ^e« 
rip^eriewinfel AOB, ACTB u. rechte 5lBinfeI finb, fo 
fann man in tiefer ?lre einen ^unft M tuinffirli^ 
unb in ber SetWngetung einen ^nntt N fo ieilimmen, 
bafi BMAN i^^rmonlfd^ gefl^eilt ift; toenn man bann 
ferner etn^n ^unft ä in berfetben £inie toin^firlid^ 
tod^It unb bie 2>yeiedfe NOM, NO'M ic confirutrtr fo 
toerben in il^nen bie SBintel O, O' ic foon ben Cinien 
RO, RCr IC iebe^mal fo getl^etlt, ba^ ift: 
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sin NOR sin NCXR 



tc 



sin MOR sin MOR 
.^ sin NO sin NO' sin NA 

S^^ '^' sITmo^" s-hTMÜ"'"' STTmI'"^'- 
SBtrb enbltc^ ber ^nntt R in A fel^fl angenommeti, 
fo ijl immev: 

SBiöfel NOA«MOA; SBinfel Np'A « M<yA ic 

obeir, tva^ auf baffelbe ^eraudtommt: 

NOA + MOB=^90^ NO'A+MO'ß = 90*; tt. f. »•, 
ober «U(^: BOM + BON^ssiSO**; BO'M -|-ßO'N?=ri80°; tt. f- W- 
^Qe btefe Stgenfc^aften alfo l^at ber thn it^anbtltt «ftegek 
fc^nitt mit bem ebenen Greife gemein* ^iefe @igenf(l^afien be^ 
ebenen Äreifed fe^einen aHt ebenfalTö noc^ nid^t erfannt »orben 
ju fe^n ; benn nur ber fpecieUe ^oü, in Kpelc^em bev ^unft R mit 
A jufammenfdSt^ pflegt in bm t)om eimn Aretfe (^anbelnben 
Sel^tbud^ern aufgeful^tt obet bel^anbelt ju werben, o^ne bem ^mttt 
R eint mel^t nnbeflimmte ßage in ber ßinfe NAMB ju geben, 

S* 90. 

^it ber «vorigen Unterfud^ung nxUnbtt ü^ in naturlid^r 
SBeife bit folgenbe, welche bie ©rmtttelung einer 6ur»e betrifft bie 
immer »on einem Üuabranten eineö größten Äreife^ berul^rt »irb, 
beffen beibe ©nbpunfte fic^ auf b^n Sc^enfefn eined fhimpfen 93Jins 
hl^ =*v bewegem 

9timmt man bie @d^enfel btefi^d WlnUU }u Soorbinoten 
%xtn nnb »erben fte t^on ben ^nbpunften be6üuabrantenAB=^0 
in A nnb B getrofen^ fp l^at man, mnn ber ^nfangdpunft mit 
V bejeiri^net nnb VA=t, \h=z^\i gefegt »irb, bte aSebtngung^gleic^unj : 

1 -J- tng t , tng u . cos v = o, 

U^b b(^ ©leid^ung an AB ift bann: 

% , cot % + y . cot Us=; i. 
-.. m.»«- . • * /j^ « c cot l.9u cot 11.3t . 

2)ie Sifferenitalgleic^ungen Onb : — : 5- + ; ■' « o önb 

'^ sm u** sm t* 

y 3u X • 3t ^ ^ ^ 

\ -T 4- -r-Ti=o, ©aber l&at man benn: y cojt ussx cott 

sin u^ sm t , I . j f 

nni> alfo mizr* 

X == ^ tng t nnb y = ^ tng u, 

»ebnrtlS^ bte £age btt> aSeru^rung^punfteö M ober (x, y) im Öu«* 
brauten AB befltmmt x% SSergleic^t man biefe dtefuftate mit ben im 
%* SO g^funben^n, fo fielet man ff^on baraud, ba§ bie Suroe ein 



o 
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s 

RtßAf^mtt tuib bet ©c^eitd V beö gefletenen fhtmpfen ^inUH 
V ein duferet SJttttelptinft i^, iinb bQ$ enMtd^ bte ©d^enM be^ 
SBinÜefe felbfl ein ^aar Sangenten ober S(fi)mptoten be^ Äegel^ 
fc^nitl^ fütb^ ©«bfHtuirt man bic Sluöbtürfe tng t=:2x unb 
tngu=2y in ber ©leid^ung 14- tng t.tng u.cos v^^so, fc j^er« 
»anbclt (te fld^ in : 

i 

X . y = ■ ♦ 

— 4 cos V 

9Man (tel^t l^ierauö, ba^ ik Satbinale XY=v fettfl eine wn 
ben kiben Slren für ben inneren SBittelpunft fe9, nnb jwar bie 
gro^e Site, »elc^e mit 2a tejeic^net fepn mag, »d^renb bk jnge« 
l^orige Heine ?lre 2b genannt »erbe* B^t Seftimmung vm b 
ftnbet man mm ater: 

cos bsscot ascot— • 

2 

^an fielet l^ieranö, bafi bk Suri?e mit ber im §. 87 Itel^an« 
betten in einem fold^en Sufrmmen^ange fielet, ba$ bk fpl;drifc^eii 
SÄittelpunfte ber Serü^rnngöKnien ber einen fid^ iebeömal in ber 
anbeten beftnben, »enn nur bk l^ier unb bort gebraud;ten 2Bert|>e 
ron V fid) jn ISO* ober il^re Jg)dlften ju 90** ergdnjen unb bie 
Reiben ßuroen fonjl nod^ fo gelegt werben, bafi il^re brei SWittels 
punfte jufammenfaUen* 

SBenn flatt be6 jlumpfen SSinfete v ein fpißer SEBinfel ge^ 
wommen wirb, fo liegt ber Serü^rung^punft M nid^t im Üuabraus 
ten AB felbft, fonbern in feiner Verlängerung, unb eö kftnbet ftcl> 
bann üter^aupt bie t>on it;m berührte (Suri^e im inneren beö 9?e- 
knwinfeld i>om angenommenen; unb wenn enblid^ ber 3Binfel v 
feltfl ein ret^ter i(l, fo gibt e6 gar feine Suri?e, bk immer oom 

Öuabranten AB terubrt wirb. 2)ie S^tmel xy = — gi&t 

•^ — 4 cos V 

1 1 

in biefem gaUe entweber .x = - obet y = - ; b. l;., berüuabrant 

AB gel;t bann immer entnjeber burd^ ben einen ober burd^ ben 
ruberen <5arbinalpunft, xm md) ol^ne^in fcefannt i% 

SCBenn »on einem «fünfte V (Fig. 22) brei ßinien VM, VR, VN 
^tt^gel;en, welche i>on efner vierten in M; R, N gefd^nitten ttjerben, 
imb jn^ar fo, baß bad ä3er(;dltniß 

sin MR m 
sin NR~" n 

nm^erdnberftc^ Meibt, fo fann (i^ bk ßinte MN, inbem (te bk ans 
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Umitn, »obet f{e immer eine (Snvi^ bttiifytt, beten Q^Ieic^uns ^ 
ermittelt werten foB. 

@e^n tt)ir ben SBtnM RVM»« unt) ben SEKnM RVN s/^, 
ferner VM«t unb VNr«a, fo t(l ouc^: 

sin MR ^ sin VM . sin MVR 
sin IHR "" sib VN . sin NVR* 

2>al^er fann bit obige Sebingung^gleic^ung ouc^ olfo au^gebrttift 
n)erten: 

m sin ß sin t 
n sin a sin u 

unb fttbem jur ©ereinfac^ung gefegt wirb: 

sin /f sm sin ß unb sin «'esn sin «, 

ifl bie 99ebingttngdglet($ung : 

sin t sin ß^ 

SS -- — , 

sin a siD a 

bie fid) umfütmen Idßt in: 

sin «'2. cot u» — sin /T'.cot t««sin /T*— sin «'* 

ferner ijl bie iSIeic^ung an ben i£>auptfretö MN : 

y cot n + x.cot t«!. 

2>ie Reiben ©ifferenjtalgletdS^ungen ftnb alfo: 

x.d(cot t) + y.9(cot u)ss2 unb 
sin «2 cot u.3(cotu)=:sin/9'^ cot t.3(cott), 

auö beten Serfrinbung bann folgt: 

sin a*.cot u sin /f* .cot t 

^ -a o. 

y X 

?lud il&r mb ber ©leic^ung y.cot u+x.cot t«i jiel^t m«t 
bann weiter: 

X sin a* 
cot t = — — , 

X» sin a'*— y* sin /T» 



cot U=s ~ 



y.sin /T* 



x\sin a'*— y» sin /f* 

SGBenn man btefe Sluöbrucfe umfe^rte^ fo würbe man x unb y 
burd^ t nnb u ait^brucfen unb baburc^ bk Cage beö S5erftl^rungös 
punfte« im Jg>auptfreife MRN tefltmmen- S)iefe Umfe^rung ifl für 
unfere Swedfe unnotl^ig. ©ufcflituiren wir bie beiben 2Bertl^ oon cott 
nnb cot u in ber Sebingungögleic^ung sin«'». cot u'— sin^'cott» 
= iin /fa—sin «'* fo oerwaubelt fte fld^ in: 

y»sin/r»~x»sin«'x= «in/T^-sina-^ ,^ ,^.^ 

sinflF*,sin/f* •' '^ ' 

unb biefee i|l bie gefud^te ©rei^ung an bU Suro^ bie immer rom 
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j^anptfreifc MRN Utiüfytt trerixn niMfi^ weitti tt tonbtt Stnte MR 
iet ?>topottio« Jl^= ^ a«tvJß ««Mit ««rb«. foff. 

Stefe ©letd^ung ifl i^oav vom viertelt Q)tdH ^i^ i^^ f<^nn in 
ite Uibzn folgenben quabtatifcf^en jetlegt tt^erben: 

y* sin /f* — x'. sin »'•«o, 

y« . sm ^«-^x'.sm a'«Ä .- — _ -ü-. . 

■^ sm /f* — sin «2 

Die etfle Weif^ttng gel^6tt mem G^fieme »en jttfd ^S'^upt« 
fveifetv bmn QKeic^ttnaen (tnb: 

sin fi 

y = + ■' . ■ ; . X, 

» •' sm /T ' 

sin o' 



•^ sin p 

unb bte alfo Htbe burd^ ben Slnfang^punft V gelbem 

;Sn S^ejtel^und auf btefe betben Jg)aitpthe{fe l^at mütt tmob^ 
l^AnaiS i^on ben befonbeten SBertl^en bet ©rifien x unb y bte SBertl|^e : 

b. ]^.i wenn ber i^auptfretd MRN eine pon ben beiben £{nien bed 
©jj^emed betul;tt, fo muß er burc^ ben SInfangdpunft V felbfl 
de^en; bann ijl aber feine Sdnge jwifcb^n VX unb VY=o, unb 
ed fann ballet pon \i^ Z^eilung biefet Sänge, toefd^e butd^ VH. 
lyetvorgebrad^t wirb, nic^t fitgtic^ bie SRebe fe^n, ba nun lebet S^eil 
feIbft=«o ijl- 

?Iber biefe beiben ben ©leic^ungen y « ± -^5— t, » jugel^bris 

gen" Jj)auptfreife^ »eld^e unter VA unb VB »orgefleOt werben voA^ 
gen, l^aben eine bemerfen^wertl;e Sage. 

SBerben ndmlid^ fowo^I fie, ate auc^ VR perWngerti bi« bie 
ßarbinale XY baw>n ixi a, b, r gefc^nitten wirb, fo i(l: 

sin aX n sin o sin bX n sin a 

sm a Y m sin ß sm b Y m sm ß 

. ^f, sin aX sin bX ^ 

unb atfe: . .^ ^ . .^ ^ 

sin äY sm bY 

b. 1^^ bie (Sarbinale XY wirb mit Uebergel^ung be^ 9^fted r pon 
Va unb Vb j^armonifd^ getbeilt. 2)ai^er wirb aber weiter pcn ben 
wer Sinien VX, Va, VY, Vb lebe fönf^e ^armonif* get^eöt, unb 
€^ ift in^befonbere: 
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sin AM tm BM 

sin AN sin BN 

sin a* Äia /f* 
-^ '^ sia « *— -sm /f" 

unb in SBeitef^uttg auf (te l^at man bte tlu^btttcfe: 

. X (sin a * — sin /f*) 

cot t=s — ^ : TTJ # 

Sin /y * 

— y (sina*— sm /T«) ^ 

COtUas' ~ 9 

Sin a ^ 

»oroii« tnoo '{tel^tr ba|l bev S9ogen MRN, inbem et bte (Satire U^ 
ru^rt, bie betben goorbinaten^Slien VX unb VY pixtlid^ fc^neibef, 
o^ne butc^ btn Slnfangöpunft V ju gelten. 

^an iitf}t aud ber (Skid^ung an bie @utoe ferner, bafi fte 
ein Äegelfc^nitt unb ber Slnfaufl^punft V ein dußerer SWittelpunft 
ifl ; an6) erhellet, ba^ bie Uiben goorbinaten^^den VX unb VY 
felbfl jwei conjugirte Durcf^meffer ber JRid^tung nad^ (tnb, unb ba^ 
alfo ber innere SBittefpunft ber 6«r»e in ber Sarbinale XY ober 
i^rer aSerWngerung entl^alten i% 

S. 93« 

S)fe ©leic^ung an bieSuri^ i^at bte J^orm y^cot B*— x «cot A *=— i, 
unb e^ ijl alfo: 

,^, sin a* — sin ff^ ^ ^^ sin «* — gju a'» 
cotA^i» . ^. ^ mb cot B*=^ -: —JL, • 

inbem wir sin «^^^sin /f annel^men* S)af;er l^at man benn: 

tng B*— tng A2s5=i, ober: 

eot B=zcos A, 

unb ed ijl alfo: B>A. ©inb nun ä' unb b' bie jwei Jg)attareu 
für ben dufteren ^ittdpmtt Y, fo i<l nad^ §.81: 

tng b'2 — tng a'2=;:tng B^-^tag A^, 

unb alfo aud^: tng b'^r^^i + tng a'^obct: 

cot b's=cos a'. 

Salier tft benn au^ : b' > a'. ® o wie wir ju blefem SRefultaf e 
ol^ne ßoorbinateni^erwanblung gelangt finb, fönnen wir awd) auf 
einfädle SDBeife bte tefben ©c^cttel einer ^Tre für btn inneren 
^tttelpunft ftnben, ßegen wir nÄmlid^ oon V aitö jwei Sattgenten 
an bie ßuroen, fo t|l nad^ §. 53 bie ©leid^ung an ba^ @9jfejtt 
biefer beiben ^n^tnUn: 

y* cot E*— X* cot A2 = o, 

ober alfo: y* sin /T^-^x^ sin ce'*=:o. 
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Diefe Reiben Sangenten itnb offenbar Slftmptofen, ba V ein 
Äußerer SSnitttlpnntt tfl, nnb man fielet, ba^ bte ßinie Va unb Vb 
feIHt i>i^ U^n ^fpmptoten finb; u^trb alfo ber Siegelt ab ber 
garbtnale (eine Slre) ^albitt, fo ifl bte SSJtittt C ber irtitere muth 
pmtt be^ Äegelfc^nittö. 

©irb ferner VC gejogen unb Vd^a' genommen, fo ifl d 
ein ©c^eitel ber jweiten ^albare Cd fßr ben tttneren Wlittdpnnft, 
unb e^ ifl: Cdssgo**— a'. ^ 

SBenn m=ii tft fo i(l audj): «=« unb /?'=A imb ed fällt 
bann alfo eine oon ben teiben ^f^mptote« Va unb Vb mit ber 
ti^eilenben Sinie Vr feU>fl pfamm^n. ($5 Utibt noö) bte (Ermittelung 
be6 3itfftmnten^nge6 unter btn ibeiben jg>al6aren Cd unb Cb = Ca 
für ben inneren !)^ittelpunft C utrig* 

stimmt man aber in Fig. le ^n, bci$, »ie im oorliegenbeit 
%aUe, cos a'sscot b' unb alfo cos QA=5cot QL für ben Äußeren 
SÄittelpunft Q (friil^er V) fe?, fo ifl tng CD=tngQL.pot QA, 
alfo: tng CD. cos QAssscot QA, ober: cot CDs^sinQA, b. ^.: 
cot CD=BCos CA, unb alfo: CA<::CD. 

SBeiter ifl fiir ben anbeten dußeren SKittelpunft S offenbar: 

SL + QL qps 90 * unb SD + CDcssgOVölfo: tng SD = cos CA; 

ba aber auc^ tng SL =« sin CA ijt, fo l^at man offenbar: 

tag SD^ + tng SL*=:i. 

2Benn man bat;er im SJierecte LSD« bte ©iagonale S« 
gie^t, welche offenbar mit A« einen •üuabranten au^mac^t, fo ifl; 

tng Sa'==tng SD^ + tng SL^=i, mb atfo: S«=Aa=45''. 

?lu^ ber GJleid^ung cot CD = cos CA fielet man fd^lteßltc^f 
baß bie jeßt betrachtete ^ixtn von berfelben ?lrt ijt mit ber im 
§• 90 bel^anbelten» 

fllan tcmn nun ba^ l^ier bewiefene Sl^eoretn mit bem im 
§♦90 bewiefenen ju einem ®anjen jufammenfaffen. 

ffientt ein Üuabrant AB ftc^ jnjifc^en ben ©c^cnfeln Va nnb 
Vb eine^ fhtmpfen ^xnhU aVb Um^t, fo berül^rt er immer 
dnen J^egelft^nitt adbe (Fig. 23), be^en brei 3»ittelpunfte ftnb 
C, Y, W, unb eö ifj immer: 

cos Cd =9 cot Ca, 

»ttb uujgefelj^rt. SDBenn man bann ferner in ab einen ^unft m 
wiHfürlic^ unb • btn ^unft n in ber 5BerWn3enin3 fo bejlimmt, 
baß bmaa l^armonifd^ ^tt^lt ifl, fo fann man nod^ ben ^unft r 
in ab ober ü^rer SSerlingerung u^illfurlic^ to&fykn unb oon V an^ 
bie öuabranten Vm, Vn, Vr jiel^en, unb biefe üuabranten fc^nei» 
bert baim sMi Slangenten ber ßuroe AfrB, AVB' k. fo, baß ijl; 
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Min 1IR _ iin V'K _ 
•inMR"" »inM'R'"" ^ 

Semet mtbtn blife Üuabfaaten fel^fl wn htn Sdftgoitfir fo ^t^ 

iin VM sin VM^ _ 

sin VN ^ tin VK'"" ^ 

9Batt fotm mtd^ ben ^nft r im Sk^eitel a ^ifit^ett m mb 
n annt^mm; bann i^ nod^ einfacher: 

9hmmt matt r in b an, fo fblgt: 

MB + NB «180°; M'F + IfB'migO^. 
Sd^Ite^lid^ tt^trb man (ead^teit, baf btefe^ affgemdtte ^ortm 
ta6 rectptofe t)ott bem im §. 89 auögefptDC^ettett i{t uttb bofl mm 
audf nntnitttliat loon jenem l^tte auf biefed fc^Iie^en Statten. 



geraten Stnten. 

§• 95. 

!Bei fp^ärtf($en 6on{hucttonen l^ot man eö jti^ar mit SBinfeltt 
unb aSogen gv^fltev Steife unmittelbar fel6ft ju tl^un ; aUt in ben 
(!(^ barauf (ejiel^enben ©(etd^ungen ober Siec^nung^auöbtiicfeit 
fommen jene (Sröfen feiten unmitteltat vor, fonbetn in bet Siegel 
bieten fte (tcb aaereril mittelft i^rer tngonomettifc^en Sunctionen 
al^ Elemente bev SRed^nung bar* Qbm fo feUen fommt e6 aud^ 
oor, baf ein SSogen etne^ größten ^retfed nac^ einem gegebenett 
aSet^Ältniffe get^eilt werben foff, wenn man oon bem fpecieffen 
gaHe ber J^alHrung eine^ fol^^« S?ogen^ atftel^t, unb toir nennen 
be|iwegen eine fp^drifd^^gerabe Sinte l^^ufig fd^n bann nac^ einem 
gegebenen Serl^dltniffe getl^eilt^ wenn gewiffe trigonometrifd^e gunc* 
tionen ber ^l^etle, etwa bit @inu^ ober Sangenten berfelben, in bem 
gegebenen SSerl^ältnijTe ftel^en« 3% j, 93., tin a3ogen A fo in ^mi 
Z^ik a nnb ß get^eitt, ba^ 

sin a m 

sin ß n 

iff, fo f ann man ben Sogen A felbfl nad^ bem SSerl^dltnifle - 

get^etlt nennen, toenn fonit feine 3tt)eibeutig(eit ju befutd^ten ftel^e. 

3n Sfnfel^ung folc^er Sl^ilungen ünb alfo otete wifffurltd^e 

SSorau^fe^ungen m5g(tc^, bereu nö^ere SSetrad^tung aber in J^tn^ 

fic^t ber baroud ju {te^enben Folgerungen uttb bavon ^u mac^enbcn 
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Kttwettfetittflen t^oti ttngletd^ 3ntetef|e ift. (Sine Vfrt itt V^ntti 
^tt eö (Act, m^e XHStn btt Mimtin^it tl^ved {Begriffet mel^rere 
fpccieOfe Sonnen nntev fi^ ^ ttnb ^n^M^ Sotgemngen jultf^f, 
welche m fftt^e6 Ctc^t fibet bit fp^drifc^n Sonfhuctionen utet^ 
I^Qupt unb bie ftedelfd^ntttt in^befonbere Dettrettem 3)iefe STrt ber 
Sl^eSuna mag bte centrtfc^e SlE^etlung genannt »erben; ber 
®nn^ biefer S^enennung tt)trb {td^ fpdter bortl^un. 3u bem S3egrtffe 
biefer Stellung aber fül^rt und l^ter bte Slnafogte iivif(^en ber 
Vlantmetrfe nnb ber &p^tit. 

VBem Fig. 24 eine ®erabe MN in einer Sbene auf bie betben 
6oorbinatens9lten VX unb VY bejogen unb VPOQ ba6 dottbU 
itatem^araHelDgranim für ben ^unft O ber ®eraben MN jft wo* 
burd^ ^e ber ^oportion 

MO_ m 

gemdü geti^eilt »irb, fo tft »enn VM« A, VN«B, VPc=QO=x 
unb VQ«POr=y gefegt »irb, bie Oleic^ung an bie Sinie MN 
betanntUc^ : 

unb ba ber ^unft O in il^r burc^ bie porfte^enbe Proportion be« 
fKmmt tfl, fo flnbet man für il^n: 

nA ^ mB 

X « — -— nnb y=— r— . 

S)iefe S^eibmg nun n^irb und jum SSorbilbe bientn Ui ber 
S^eilung ber f^l^drifc^^^geraben Sinien* 

(S6 fe9 in Fig. 25 bit Sinie XY blt Sarbinafe be« {Tnfange^ 
punfte6 V, unb MN bit jn tl^eitenbe fp^drifcb^gerabe Sinie, beren 
©nbpunfte in M unb N bit beiben Soorbinaten^Mren VX unb VY 
treffen, ©ir fe^en VM=|A VN=B unb tngA=a, ferner tngB=s:b, 
unb fc^neiben auf ben beiben 9(ten bieSoorbinaten VP=sarc(tDga=x) 
unb VQasarc (tng—jr) fo ab, baß.tft toie im §. 95: 

na . mb 

x=: — T— unb y— — r — 

m+n m+n 

2)er l^terburct beftimmte «punft 0= (x, y) ijj mm offenbar ein 
^unft ber Sinie MN ; berni e« ift: 

n X m y 

■ ^ *■ » ■■■■■ — -- f 

unb ba-^ + --^ =»ii|lifo ijl au0: - + -e=»if W^tf 

m+n m'f-n ab ^ 
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ietveifni war. SBir .fe^ Ifkt bit gA^tt Uebmtn^iiimtttig btt 
9(u^rttcfe mit tenen im §• 95; mit bie Skvfi^iebenl^it t»aktt,ch, 
ha$ ba^ Goovbinattnviemf |VPOQ fräßet ein Parallelogramm wm; 
itift aber finb bie @egenfeiten biefe^ SSierecfd nid^t me^r gleich* 
SBenn in einer fp^drifc^^geraben £inte MT( nun 

Od 

ein ^unft O na* btn rorllel^enben gormein x « — -- 

mb 

unbT= — -— teflimmt »irb, fo nennen »ir bie ßinie 

m-|-n 

MNoom^unfteO centrifc^ au^Vnac^ bemSer^Ältniffe 
^ getbeiU, unb ber ^untt V felbfl l^eifle ba^ denttum 

n 

ber S^l^eilung* 

Der Sufa^ ,,centrif(5'' ^i Sll^eilung ftd^ert l^inUnglid^ oor 
einem ^ifi^erildnbniife, tt>eld^e6 jnr S^Ige l^aben tdnnte^ bafi man 

MO m 

bie im §• 95 oorf ommenbe Proportion -^ = — qttd^ l^ier anoen^ 
b^tt, @o wie akr btefe Proportion nnter ben gegenn^drtigen ttm^ 
(Idnben falfc^ i% f!nb auc^ bie Reiben folgenben falfd^ : -^^q = - 

unb \^ " ^Q = *- # ötgleid^ loir bie ßtnie MN fettfl nad^ bem 

JBerl^iSltniife - ceritrift^ get|>eilt nennen. Sie beiben festen ^^ 

Portionen« olbgletcb im ^(([gemeinen falfc^, gelten jeboc^ in Ufon^ 
beren gdUen, »ooon »weiter nnten gerebet »irb« 

S- 97. 

Um mm a(er bie Slelation ju jtnben^ in ber bie Sl^eile MO 
unb 1^0 ber get(;eilten £inie MN (teilen, jiel^en n^ir no(^ and bem 
Sentntm V ber Sl^eiUmg bk £inie YO nac^ bem Sll^UpunCte^ 
unb fe^en bit SBinfel: 

MVO=« unb NVO=/?. 

_^ .- - ^ s»n MO sin VM.sin MVO sin A.sin « 

Ibann i(l offenbar: -: — ^^j^« -: — r^^^ — . ^^^^ ^ ■ p • » • 

sin HO sin VN . sin NVO - sm B.sin S 

gemer i(l nac^ §. 7 bad Serl^dtoiifi; ^== -: — l, ««^ «Ifo: 

X ' Sin p 
sin or mtngB 
sin ß n IngA 

2)ie SBenu^ung biefer Proportion oerwanbelt bie oberfle in: 
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si n M0 _ m^cos A 
sin SO"" üTcÖTB' 

. sin MO m.cos VM 
sm NO n.cos VPi 

9t<i4 Wefer ^Proportion fam mm t^tniat o^nt im ®tixa\x(fy 
tet ?(ten*(Socrbittaten eine ßinie MN eentrtfc^ nac^ einem gegebenen 

SSetMltniffe — an^ einem ebenf^tUe gegeibenen Senttnm V getl^eilt 

n ^ 

werben, bal^er benn biefe ^Proportion aK ber alfflemeinjle ?Iu6brucf 
ber centrifd^en Sl^eilung anjufe^en ift, unb atteö biefe Sll^eilnng Se* 
treffenbe cM i^t l^ergefeitet werben fann. UÄan fit^t aM biefer 
Proportion nun junöc^fl, ia^ bit Oroge ber Steile MO nnb NO 
ber centrifd^ getl^eilten Hink MN nic^t oon ber ©r5ßc ber ßinie 

MN fel6fl mtb bem Sj^fifungdoerl^dltnif e — dim afc^drngt^ tme t$ 

aewJl^nlid^ ber gaff in ber ^Planimetrie ju fe^n pflegt, fonbem a\x^ 
bk ßage beö gegebenen ßentrumö Y l&ot ©njTuß auf bieSf^eifung 
ber ßinie MN. 52Jenn alfo auc^ bk ßinie MN fammt bem Sl^ei* 

lung^^erlMItniffe ^ unoerdnbert Meißen, fo fann man gleid^nn)]^ 

n 

anbere unb anbere centrifc^e Sll^eilungen ber ßinie MN fd^on bas 
burc^ hervorbringen, ober oeranlaffen, baß man bie ßage beö ßen« 
trumö V gegen bk ßinie MN gel^5rig ijeriSnbert 

S)a6 Sentrurti V ber centrifd^en S^eitung ift jugleid^ ba^ 
fplj^drifd^e Zentrum be^nigen ^auptfreifeö , woju bk (Sarbinale 
XY gebort* S)a nun cos YM=sin MX unb cos VN=sinNYijl; 
fo fann man bk oorige Proportion au<^ alfo fc^reiben: 

sin MO m.sin MX 
sin NO"* n.sin NY ' 

unb ed ifl ^ktbnx^ bk centrifdS^e Jl;eilung ber ßinie MN in i^rer 
Slbl^dingigfeit oott ber ßage beö J^auptfreife^ XY bargeftefft. Die 
ßinien MX unb NY (inb ndmlic^ ^»ei qjerpenbifel, wefcl^e oon ben 
@nbpunften M unb N ber ju tlE^eilenben Zink auf btn J^auptfreid 
XY gefdfft worben (tnb* 

DBgleid^ bk ßage bee CFentrmnö gegen bk ju tl^eilenbe ßinie 
MN afferbingö ©nflu|l l^at auf i^n centrifdj)e SlJ^eihmg, fo ifl bie^ 
fer Qinfin^ gleic^wol^l oon ber ^rt, bap nidft jebe ^bdnberung in 
ber ßage be6 (Sentrumd eine Qlenberimg, ber centrifd^en Sl^eilung 
tut $olge. (^at, oorauegefe^t, bafi bie ßittie MN fammt t^rern^ Sl^ei^ 
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hmgßm^SUxn^t Mefeltoi Hcitot Wknn mm niaäi^ tti Fig. 26 
9cni Qentntm V ottf MN ba5 Sotl^ ¥▼ f40(^ fo i|l offentor: 

cos VM cos My 

COS VN sin JUr 

sin MO m.cosVM 
t-T -r r Sin NO n«cos YN 

^ §« 97 tn bte fblgenbe: 

sin MO m«cos vM 
sin MO n.oos vN' 

t>. fff, au^ btt Sufipunft v beö Sotl^e« Vt t» bet Sinte 
MN felbft (ann (tatt be« gegebenen (Sentrumd V aU 
Centvum fist bie centvifc(>e Stellung pon MN genom^ 
men »erben, ol^ne btefe Sl(^etlung babuvc^ im mtnbeflen 
ju veYdnbern. 9ii\6 bemfelben Otunbe tann and^ ^att V 
|ebeY anbeTe^uttf t in bem ^etpenbtfel Y v aU Senttunt 
genommen wetben, tf^nt bte centtifc^e Si^etlung bet 
£tnie MN baburd^ in eine anbete jn i)etmanbe(n« Sa^er 
i(l bentt ba« ^erpenbiW Vv fettfl üterl^aupt ber geomettifc^^e Ott 
be^ ^unfted V fut bie centtifd^ Sl^eilung ber ßinie MN, unb beßwegen 
mag e^ bie SentraU ber centrifd^n Sl^eilung 9on BCN l^eifien. 

S. 99. 

SBenn bie Centrale Yv burd^ ben Sl^eOpunft O feI6fl gei^t, 
fo i^enoanbelt fitfy bte ^cportioni wobur(^ bie centrifd^ Sl^eüung 
9on MN auögebrficft n^irb, in : 

tng MO m 
tng NO n 

SBenn bal^ umgefel^rt eine Stnie MN nad^ btefer Proportion 
get^eilt ifJ, fo f ann man bie 2l&eifang ald eine centrifd^ anfe^en, 
nnb wenn man im SJ^etfpunfte O auf MN ein ^erpenbifel errief 
Ut, fo i(l eö bte Centrale ber tbm baburd^ aU centrifd^ bargen 
ftettten S^eilnng. 

@ine anbere fp^cielle Ibemerfenöwertl^e $orm ber centnfc^en 
Stellung tx^&U man bei ber ^nnal^me, ia^ bie (Centrale Vv burd^ 
bie (abfointe) SJMtte ber ßinie MN gei^t ; beim unter biefer Sor* 
ou^fe^nng oenoanbelt fi^ bie allgemeine ^oportion in bie no(^ 
einfa^ere : 

sin MO m 

sin NO n 

©tefer ^aH tritt offenbar immer bann eii^ wenn ba* Dreiedf MVN 
gletcbfc^nfeltg, nimlid^ MV« NV ijl, 

!ESenn ba^r umgefel^rt eine &inte MN nad^ ber ^toportion 
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-\^ Q == — flctl^eift ifit, fo tann man jtc^ biefe 2!I;eilun3 aU eine 

centtifc^e »orfteCen; confttuttt man ndmltc^ niet MN öB SBaft^ 
ein gteic^fc^enfeßge^ Dteieef MVN, fc ifl fein ©c^eitel V ba^ 
Zentrum ber eten babutd^ alö centtifd^ bargefleJlten Sl^eiUmg ber 
fiinie MN. 

^ierf^er ijl auc^ ber JJaff ju red^nen, ttjenn ba^ Zentrum V 
ber Sj^eilung jugleic^ ba^ fpt;drtfcl^e (Sentntm be^jenigen ^anpU 
freifeö ijT, woju bie 2ink MN feI6jT gel^ort 2Bitf man bann t>on 
bem ßentrum V m ßotl^ auf MN fallen, um bie ßeiitrale ju con^ 
flruiren, fo ijpt bie (Sonflruction biefe^ £ot(;eö i^ollij unteftimmt, 
weil bann atte ßinien VN, VO, Vv, VM bie iän^e ron 90 ** l^aten 
unb auf MN fenfred^t tler;en* ku (Eintrak muß bann biejenige Vv 
unter il^nen genommen »erben, »oDon MN l^albirt wirb* 

^iö)t fo fel^r erttj(Slf)nun9öwertl& ifl ber %aU, in welchem bie 
(Sentrale burc^ btn einen ^nbpnntt M i?on MN gel^t £>ie ^ro« 
Portion ifl bann: 

sin MO m 

sin N0~ n cos MN 

unb wenn bit Sentrate burc^ N geH fo i(l ü^ ^Proportion: 

sin MO_ m cos MN 
sin NO"" n 

3m erflen gaOe jter^t VM in M fenfred^t auf MN unb im 
jweiten gaHe ijt ber Söinfel N ein red^ter* 

S* 100* 

S)a nad^ §. 98 iebe^mal, wenn ba^ Zentrum ber S^eilung V 
|t(^ außerl^alb ber ju t^ziknbtn ßinie MN beftnbet^ flatt befleißen . 
ein (Sentnim v in biefer ßinie felbjl genommen werben f ann, weld^e^ 
ber Surc^fc^nittöpunft ber Centralen unb ber ßinie MN ijf, fo fcelo^nt 
eö bie SÄu^e, bie im §. 98 fiir ba^ Zentrum v erl^altene ^ptopor^ 
tion genauer in 93etrac^t ju jiel^en* 9fe6men wir etwa an, baß 
biefeö Sentrum (Flg. 27) in ber Verlängerung oon MN Kegt, um 
einen .teftimmten galt jum ®runbe ju legen, unb tejiel^en wir bit 
Reiben ©ubpunfte M unb N ber ßinie MN fammt i^rem Z^tiU 
punfte O auf btn ^unft v (baö Zentrum), fo l^at man für bie 
Proportion : 

sin MO m cos vM . . ^ sin (yO— vM) ^m.cosvM 
»in No"" n cos vN *" f"^^^^^^"' sin (vN—vO) "" n.cps vN 

itnb bie @ntwtdtelung git)t bann jundc^fl: 

tng vO — tng \M m 
Ing vN — tng vO n 

8 
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4^tmu6 akv ergibt ftc^ tt>eiter 6er einfach Ofit^britct 

m . tng vN+ D . tng vM i 
m + n 

für Me burd^ ben ^unft O auö bem Zentrum ▼ ober V j^er^or^? 
getracbte centrifc^e Sll^eUung pon MN. 

(ge^t man alfo: tng vM=a, tng vN=a', tng vO=x, fo i(l 
bte gormel: 

ma' + na 
m + n, 

SBentt man alBer flott ber angegebenen ©ubfKtuttDnen bte fot 

genben tnat^t: tngvM=a-fk, lngvN = a'+kunbtngvO=x-|-k, 

in n)e(c^en k eine mtllfnr(ic^e poftdt^e ober anc^ negative @r6fie ht» 
beutet, fo finbet man ^tx^xct^i toieber bie Sormel: 

ma' + na 

x= — . 

m+ n ' ' 

»el(^ alfo oon k oöfftg nnat^dngig ift. ©al^er barf man Ut brei 
®r5fen a, a', x um eine unb biefette oierte k oermel^ren ober 
auc^ oerminbern^ ol^ne bie centrifd^e Sl^eilung babttrc^ im min- 
beflen {u dnbern. 

®er;t bie ßentrale burcl^ ben Slnfang^punft M, fo l^at man: 
tng MO =» -^ ; gel^t fte flatt befien burd[) itn Slnfangö* 

punft N, fo l^at man eten fo: lngNO= — - — tngMN. 

m-f-n 

3nfa^. £)a(;er bräcten benn bie im % 96 jum ®runbe gelegt 

na mb 

ten gormein x = — -— unb y = — ;— a«^, ha^ bie bei* 

ben ßinien VM unb VN oon ben fünften P unb Q (Fig. 25) 
centrifc|> avA V get^eilt (tnb, unb jmar VM nad^ bem %Mx^ 

lung^oerJ^Ältniffe — , l^ingegen VN nac^ bem reciprofen 



Jöerl^iSltniffe- 



§. 101. 



m 



5©enn i<x6 aü^eilungöoerl^dlftniß — = i ift fo l^akn »ir ben 

n 

tefonberen gaU beij centrifc^en i^albiren6, unb ber Sl^eilungöpunft 
O l^eißt bann bie centrifd^e ^itiz oon MN, weld&e man alfo 
^^on ber (atfoluten) ^ittt biefer ßinie uriterfc^eiben wirb. 






I 
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3ft j. $8., in Fig. 27 bet ^nft O bi« mt« v HKwwte c«t« 
ttif(^ «Witte uon MN, fo i(l ni(|>t MO=NO, fonbet«: 

tne vM+tnß ^N 
tngvO=--^ J 

&in MO C08 VM ^ . 

wofür auc^ bte Proportion: g-jT;^^^ = 7^7^ 8 W«ei>en wer^ 
ben tann. 

^ m tng \N + n tng vM 

SBenn in ber gormel: tngvO'= m + n ' ' 

m = — n gefegt Wirb, unb alfo ba^ S^eifama^oerl^dltniß — = -t- 1 

tft fo erl^iSlt man: tng vO = -, obervO'^go*'. 

S)er l^ierburc^ befttmmte Stj^eilpunft O' liegt alfo ntd^t immer, 
irie bie centrtfc^e SÄitte O oon MN felbjl jttJtfd^en M unb N, 
fonbern fann auc^ auf ber SJerldngerung t)on MN liegen unb jwar 
immer um 90° oon ber Sentrale vV ber centrifc^en ^l^eilung ab« 
fte^enb, S)a|)er ifl ber ^unft O' ber fpl^iSrifc^e SÄittelpunft be« 
aU generale bienenben J^auptfreifed, unb eö ge^t alfo burc^ btefen 
5Punft O' jebeö auf ber ßentrale Vv errichtete ^perpenbifel VO; 
ober anberöau^gebrucft: 5EBenn man au^ einem wittfurtic^en fünfte 
ber Centrale Vv einen J^auptfrei^ befd^reiW, fo ge^t er immer 

burc^ ben bem 2l)eilunflöi?erl^dltniflre - = — i jugel^origen Sl^ei^ 

luuflöpunft O', ber burd^ il;n alfo centrifd^ getl&eitten fiinte MN, 

2)al^er l^at man benn weiter: cos vM=sin MO' unb 
cos vN == sin NO', woburc^ bk im §. 98 für ben ^nft O ge« 
funbene Proportion 

sin MO m cos vM 

»■ I I =S ■■ ■■ ■ ■ ■■ 4 

sin NQ n cos vN 
"t -1. . V r r «. sin MO m sin MO' 

uterae^t m bte folgenbe: ^j^^-^ = Tli^^ö' ' '^*' *"'^- 

sin MO . sin NO' m 
sin NO .sin MO'"^ H* 

S)iefe Proportion Idßt ftc^ ater weiter umformen in: 

sin MO. sin NO' _ sin NO . sin MO' sin MN . sin 00 ' 
m n m+n 

3n bem kfonberen ^aUe, ba^ O bk centrifc^e Witte oon MN, 
ifl alfo bk ßinie MONO' in btn oier «fünften M, O, N, a 
l^armonifd^ get^eitt. S)urd& ben in biefen 'Proportionen oorfommen« 
ben ^unft O' aber ifl bie Cage ber Centralen Vv ber centrifd&en 
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O' ba^ fp^^drifc^ Senttum be^ al^ Centrale btenenben i^mptttti^ 
fed Vv ifl. 

3ufa^. SEBenn bie ßinte MN (Fig. 26) von ber ßenttalen Vv 
jwifc^ M unb N in ▼ gefc^Uten wirb, fo f)at man: 

^ m tng vN — n tng vM . .. _ 

tng vO= 2 j ^ unb alfo fttt m=»n 

m-f-n 

-» . . ' *nß ^N — tne vM . ^ ^, , ^ 

cffenkr: tng tü== ^ ° ; ballet hegt 4U(^ 

nun bte centtifc^e ^Äitte O pon MN, jmifc^en M unb N; 
j^mgegen erl^dlt man für - =— i, wie wrl^intDgvO'=- 
ober vO's=90^. 

@p^<5rtfc^*3erabe ßtmen l^eißen concentrtfcl» getl^tlt, »enir 
i|>re centrifc^en Sl^etlunaen bafieifce ßenttum l^aten, unb flc^ alfc^ 
bk juge^fttigen Centralen in einem fünfte, bem gemeinfc^afts^ 
Uelzen Zentrum, fc^neiben. 3^« centttfc^ get^eilte ßinien ftnb 
«Ifo immer concentrifc^ get^eilt; anberö r>txf}&lt eö (id^ offenbarr 
wenn me^r ate jwei centrifc^ getl^eilte ßinien gegeben (tnb. 

3« i^^ möglichen Sebingung, baß gegebene ßinien concentrifd^ 
getbeilt fe^n foKen, fann noc^ bie l^injufommen, baß bö6 2l^ei^ 

lung^perl^dltniß — bei allen biefen 3^J^ei(ungen baffelbe fe9n foll. 

Um bk Sereinbatfeit biefer ©ebingungen nad^juweifen, fe^ in Fig. 
28 bit 2ink AC r>on B centrifd^ an6 t^rem fünfte P nati) btm 

SBetl^tnifre - getbeitt, unb alfo: 

sin AB m cos PA 
sin CB n cos PC 

fSJirb bann PD = 90 *" genommen unb werben i?on einem will^ 
fiirfic^en fünfte S auö bie »ier ßinien SA, SB, SC, SD gejogeiv 
welche pon ber Sran^oerfalen abcd in a, B, c, d gefd^nitten wer* 
ben, fo ifl junid^fl: 

sin AB m sin AD 
sin CB n sin CD' 

Sa mm aber 

sin AB sin AS. sin ASB . sin AD sin AS « »In ASD 
......^ SS .. ntih . ■ SS ■ 

sin CB sin CS. sin CSB sin CD sin CS , sin CSD 

tft fo ttffüt mm miö ber vorigen Proportion offenbar bie folgen&e; 
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sio ASD m sin ASD 
sin CSB n sin CSD 

Diefeltc SBinfeftejie^ung muß aitt a\x6) bim^ ivt Xl^etUma 
bet Sran^uerfale abcd au^gebrucft fe^n; ba(;er l^at man; 

sin ab m.sin ad 
sin cb u.siii cd 

' sin ab m co« pa 

©irb alfo dp=90* flenommen, fo tjl: ^-j^^-^- ^ eos pc 

unb alfo bk ßinie ac au^ p centrifc^ »on b nac^ bem aSer^öKnijfe 

- fletl^eilt. 5JBerbett nun weitet in P unb p auf PAG unb pac 

«Perpenbifel errichtet, welche ftd^ in V fc^neiben, fo finh bie fcetben 
ßinten AC mb ac r>on ber ßinie Bb concentrifc^ auö bem gentrum 



m 



V nac^ bemfelben aSet^ältnijfe ~ gett^eilt; eö ftnb PV unb pV 

bie beiben ßentralen imb V ijl jugleic^ ber fp^rifc^e gKittelpunft 
bed igjauptfteifeö DdS. ^an üterfie^t ^tetnac^ leicbt, ba^ auc^ 
mel;r alö jmei ßinien ^oncentrifc^ nac^ bemfetten SSerl^dltniflfe 8^- 
t^eilt fepn fönnen- gerner ftnnen pc^ auc^ concentrifc^ getl^eitte 
Sittien feltfl in bem gemeinfc^aftli^en (Sentrum i^rer Sl^eiluna 
fc^neiben. 

§♦ 103. 
2Benn man au6 bem Zentrum V (Fig. 29) ter nacl& bem 

93erl^<Xltnifie - oom ?punfte O tewirften Sr^eilung ber ßinie AB 

einen fleinen Äreiö U^d)mbt, welcher oon VA mb VB in a unb 
b; pon VO in o nnb oon ber (Centrale VC in c gefc^nitten 
wirb, fo i(l: 

sin AO sin VA. sin ao ^ 
sin B0~ sin VB.sin bo 

sin AO m cos AC ra cos VA 

unb ba nad) ber Slnna^me -itbo " iT^^ilBG " T^^^Vß ''^^ 
fo erhält man an6 biefen Uibm «Proportionen bie folgenbe: 

sin ao m.cot AV 
sin bo"^ n.cot BV 

(5d ifl akr weiter: cot VA . tng VC = cos ac unb 
cot VB .tng VC = cos bc; ba1)zt f)(it man bann weiter: 

sin ao__ m,cos ac 
'' sin bo n.cos bc 

unb biefe ^Proportion brücft bcn 3ufammen(>an9 unter bm mnUln 
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üM, unter twlc^n bfe ßmien VB^ VO, VC, VA »on bem (Stntmm 
V auegel^ett 

fiegt man bal^ butc^ fit eine iwette ßinte B'O'CA', tvelclTe 
alber ehnfaU^ auf ber C^trale VC fenfrec^t fielet, fo ftnb bte Stnten 
AB unb A'B' 9on ben fünften O unb O' ni4^t nur concentrifc^ 

eentrifd^en Sl^etlungen ^aUn auflerbem noc^ btefelN (Centrale VCG. 

S- 104* 

£)a6 »orl^in ©efagte mag jum Jöerfldinbnifle be^ SBefen« ber 
centrifd^en unb ccncentrtfc^en Sl^eilung l^inreic^en, unb wir ge^en 
bal^er je^t baju nUt, bte (tc^ auf biefe SE^eöung bejiel^enben g^or« 
mein für bte 3t»ecfe ber anaf^ttfd^en ®pl)äxit traud^ibar ju mad^en* 
5Bir fcl^trfen bal^er ate ©infc^altung ^intn ©a^ t>orauö, weld^er 
eigentlid^ jur Sl^eorie ber fpl^drifc^sgeraben ßinte nUrl)anpt gel^ört 
Q^ fei) Fig. so eine ßinie MN tejogen auf. bte Uiben ^Tren VX 
unb VY, unb alfo XY bk (Sarbinale beö Soorbinaten s @9jlem6. 
J)te ©leic^ung an MN feij) : 

ax + by -)- c = o. 

gdtfen wir wm ^Änfangöpuntte V ba6 2otfy Vv auf MN, unb 
wirb ber SBinfel vVX mit y bejeic^net, fo ifl nad^ §• 9: 

b — a cos V 

tng/= : # 

° a sm V 

wenn, wie bafel6ft auc^ I;ier ber ?KrenwinfeI =▼ gefegt wirb» 

SSerldngern wir ießt MN, U^ bk ßarbinale XY baoon in Z 
gefc^nitten wirb, unb jiel^en wir nac^ bem ^nntte Z i?om ^Tnfang^« 
punfte V an^ bh ßinie VZ. 2)a burc^ bk 2ink VZ bk ßage bed 
^unfte^ Z in ber (Sarbinale XY fceflimmt wirb, fo l^aten wir bk 
®leic^ung an VZ ju fuc^en an^ ber ©teic^ung ax+by + c=o. 

S)emgemdß bringen wir biefejtbe unter bie gorm : a + b ,^+-=o, 
um in i^r x= - unb A= -I— ^ m fe^en, inbem wir ben ©inW 

O SID p 

XVZ=a unb YVZ=/J fe^en. ©aburd^ erl^alten wir: 

A«~^, 

- ,^ «m « . ^^ . A sin ▼ ^ „ ^ . .- 

""^ **'' HTa" ^' '^^" *"S "= i+AcosT («^* 5. 7) tfl^ 

""*a. sin V 

fo ftnben wir: tng «= r , unb atfo: 

° b — a cos V ' • 

tng a.tng y=: — i; 
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b. 1^., bk kiben ßinien VZ «ttb Vt fd^Keßen an V einen tt^tm 
SBtnW ein, unb ia avu^ ber 2Btnfel VvZ=90°ifl, fo tfl ba^ 
2>reie(f VvZ gletc^fc^enfeltg, unb in^tefonbete ZV==Zv=90* 
9lel^men toit bal^er an, baß bie fitnie MN centtift^ aud V (n 

O nac^ bem 93erlS)dltnifle — getf^eilt fe^, unb bringen toit mit 

bem fo ekn tewiefenen ©a^e ben im §. lOi gefunbenen in Sets 
btnbnng, fo l^akn wtt offenkt bit folgenbe ^toportion: 

sin MO. sin ZN m 
sin NO* sin ZM"^ "n ' 

vbet wenn wir bk £inie MN centrifc^ an^ V nacb bem SBerf^dUniffe 

m 

-=— i tieften, fo ifl bet 2^eilpunft Z ber Surd&fd^nitWpunft 

ber ßinie MN mit ber Sarbinale XY, wie im §♦ 101 auf anbete 
?Irt bargetl^an würbe* 

S* 105* 

SBenn bie ©nbpunfte einer centrifc^ get^eitten ßinie MN burc^ 
ilS^re 2(xensSoorbinaten benimmt, (inb, unb ba6 Sl^eilungöoerl^dUnifi 



in 



— gegelben ifl, fo laifen (td^ l^ierau^i auf eine einfädle SBeife bk 

Slren * goorbinaten be$ S^eilpunfteö O für wiWürlic^e 9lid^tims 
gen ber beiben ßoorbinatensSlren l^erleiten, jebod^ unter ber 93ors 
au^fe^ung, ba^ ber ?lnfangöpunft beö ^oorbinatensSijflemö in 
ber Centrale ber centrifd)en S^t;eihtng liegt 

©ö fei) Fig. 30 bk ßinie MN centrifc^ oon O nac^ bem SSerJ^dltniffe 

— getl^eilt, mb Vy fe^ bie Centrale. 3n il^r wdl^Ien wir wittfurs 

lic^ btn 2(nfangöpunft V, unb jie^en unter beliebigen ©infein mit 
ber Centrale Vv bie Soorbinaten»9lren VX unb VY, in Sejiel^ung 
auf weld^e bie Reiben ©nbpunfte M unb N ber ju tf;eilenben ßinie 
MN beflimmt fe^en, wie folgt: 

M=: (a, b) unb N=(a', b'). 

2)er Sl^eilungöpunft O fe^ eben fo bejeic^net: O = (x, y). 

ßegt man jwei anbere ßoorbinatensJlren VX' xmb VY' biird^ 
bie ©nbpunfte oon MN, unb ^ wirb ber ^unft O in Sejiel^ung auf 
(le bejeid^net Unit (x', y'), fo' ifl: x' = tng VP unb y'=tng VQ. 
gemer fe^ tng VM = A unb tng VN=B. 3n aSejie^ung auf bie 
fcßt genannten Slren ifl bann nocb: 

M=:(A, o) unb N = (o, ß). 

Sie Soorbinaten biefe^ ©9jlemd laffen fid) burc^ bie be* % 
vorigen nac^ §. 18 au^briidfen, unb bie ^u^brüdte l^aben bie Sorm : 



\ 



, _ 120 — 

i)x'=P.x — Q.y, 

2) y'=R.y — S.x. 

&ani eknfo ^at man fut ben ^mft M bte ^ktc^ungen : 

3) A=P.a — Q.b, 

4) o=R«b — S.a; 

unb für ben ^mtt N bte teiben foJgenben: 

5) o = P.a' — Q.V, 
6)B = R.b' — S.a'. 

2)a nun aitt m^ §. 96 ifl: 

- -s= - unb - = ' . 

fo l^at man bte kibeti ©leic^ungen: 

P.a — Q.b m 4- n 
R.y — S.x_^ m 
R.b'— S.a'"~ m-fii * 

SBetbett bariti bie an6 bm 0(etc^un(jen (4) unb (6) gejogeneti 

a^ b' 

2Btrtl;e: R^S.^-imb P = Q .— futflitutrt , fo Htwar^dn (le 

b a 

(td> in: 

b'x — a'y n ay — bx m 

— uito — — • 
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b'a — ab' ixi-|-<i ab' — ba' rn^-n 

iinb tl^re 9(ufl&fung gibt ba^et bte (etben gefud^ten einfad^en^u^brüdte: 

ma' 4- ma . mb' + nb 

X ^ \ unb y = ; / 

mld^ ttjfe man ftel^t, r>on bm JRtd^tungen bet fcetben ßocrbinaten^ 
Slren VX unb VY t^öKig una&l^dlngig ftnb. ©anj btefetten gor^ 
;ne(n finbet man tm analogen gojffe ber ^tantmetrte. 

©oll alfo O bie centrtfd>e ^itu von MN fejjn, fo ^at man: 

-^ = 4- i uttb alfo bann : 

Kl 

a 4- a' . b + b' 

2 "^ 2 

SBenn man alfo in Fig, si bk betben ßtnien M'N' unb M"N" 
roncentrtfc() auö i^rem ©utd^fc^nitti^punfte V burd^ bie beiben fünfte 

O' unb O" Mdf bem Söerl^artniffe ^ tf)cxtt, fo ndmltt^, baß ifl: 

sinM'(y _ ro.cosVM ' , . ._. mtns VN'4-n.tn2VIVr 

Sil) JN'O' "^p.co* YJN 

i;nb 



! . ^ -_^, mtqo; VN'4-n.tn2 

> obijr an*: tng V0'= •^-rJ^. — H^ » 
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sin WO' n, cos VW" ^ ° m^-n 

fo jlttb VM' imb VM" bfe ?lren*6oorbinaten ein«« «pnnfte« M; 
eten fo "VW imb VN" bie 5lren*6ootbtnaten eine« fpunfted N, 
enblid^ VO' unb VO" bie Slren^jßoorbinaten eine« fünfte« O imb 
e« liegen bie brei fünfte M, N, O in einet fpl^drifc^^^äetaben ßinie 
MN, »eld^e »om ixittm' ^imcte O concenttifc^ mit 6en Reiben 
tjorigen ßinien au« bem gemeinfd^afrticl^en ßentnim V getl^ilt ijl, 
fo nömlic^, baft toenn Vv fenfrec^t auf MN cbit (Sentrale) t|t : 

sin MO ra . cos vM 

I '*SSS ' H ill ' ■ ■ 

sin NO n . cos vN 

m, obet mnn nmgefel^tt bet ^unft v burcl^ biefe ^ropottion U^ 
ftimmt witb, fo fte^t Vv fenftec^t auf MN. 

jg>iermit a6er l^afcen mv auf eine ekn fo einfädle, al« attge* 
weine SBeife ik Sebingung au^gefprod^en, unter todd)tx btet 
^mtte in einet fpl^dtifc^^^getaben ßi^iie liegen unb e« ift jugleic^ 
We ßa^e be« btittm fünfte« in biefet ßinie 6e(limmt angegeben trotben. 

^an tann bk (Senttale Vv nad^ §. 104 auc^ babiit<!^ ftnben, 
ba^ man bk &ink MN »etidngett, H« bie Satbinale XY bat^on 
in einem fünfte Z gefc^nitten ujirb, mm bann Zv=90°genomiJ 
men wirb, fo ifl Vv bk gefud^te darbinale unb alfo fenftec^t aufMN. 

§. 107* 

©0 einfach bie im §. 105 erl^altenen allgemeinen J^ormeln 
(tnb, unb fo fe^t pe mit bekannten planimettifd^en ütereinftimm^n, 
fo jufammengefeßt werben fte, n?enn man bk im §• 105 gemachte 
aSorau^feßung aufgebt, ttjeld^er gemdß ber 5lnfang«punft ber ßoor:: 
bimkn in ber Centralen ber centrift^en 2l^eilung feltft otgicid) in 
il;r an einer wilTfürlic^en ©teile, angenommen tourbe. Um nun bie 
SUtfgabe aber in größerer 2(tfgemeinlE^eit aufjulofen, betrad^ten nur 
juoor Fig. 32 bk eentrifc^ an^ V im fünfte O nac^ bem 23err;a(t- 

niffe '£ getl^eirte ßinie MN. 

9Bir l^aben jundc^jl: 

__^ m tng VN -}- n tnc VM 
tne VO = s J 2 . 

SfJel^men wir nun in biefet ßinie mUtiirtidl) einen ^mnit W an, 
nnb abbiren mt jur oorigen @Ieic^ung bit ^bmtität: 

^ __,__ ra tng WV 4- n tng WV 
tnc WV s= " ° f 

° m + n 

fo tt^tm wir jundc^ft: 
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•idWO sinWN sin WM 

^ t ' CO» VO cos VN cos VM 

ittit) btefe ®(eic^ung Uft (ic^ nocl^ tvettet umformen tn bie folgenbe : 

(m -f n) tng WO m tng WN o tng WM 



l+tngWO.tngWV i+tagWN.togWV^i+togWM.tngWV 

ober and^: 

m-f-n m n 

cotWO + tngWV%ot WN + tng WV"^cot WM + tng WV * 

t>xt »eiteve (^ntwicfeluns ful^tt bann enbttd^ ju ber Sotmel:^ 

m tng WN (i + tng WM . tng WV) 
^Q^. +Dtng WM(i-f tngWN.tngWV) 

^^ m(i+tngWM.tngWV)4-n(i+tngWN.tngWV)' 

©e^en Wit alfo tng WV=«, tng WM=a,tDgWN = a',tngWO=x, 

fotfl: 

ma' (i + a«) + na (1 + a'«) 

X=: I t 

m (1 + aa) 4" ö (H- a'«) 

unb btefe Formel jiel^t {tc(> »enn a := o tjl, of enkr tt)teber infame 
men auf: 

ma' 4" na 



t • 



m + n 

S* 108* 

9?a(l^ biefen SSorteteitungen Knnen ttnt nun ol^ne lange cxiif^ 
metifd^e @nttt)tcfelungen in gtoftev ^Kgemeinl^ett ik 3(ufgabe auf- 
lofen, wx^ ben (Sootbtnaten itt @nbpuntte einet £inie, awt bem 

gegetenen Sll^eilungduetl^diltnifre — unb ben Soorbinaten eine^ ßen* 

trum^ bie Soorbinaten beö SH^eilungöpunfte^ O felbfl ju finben. 

@g fei) Fig. 33 bae Zentrum bet Sr^eilunfl V=(-r-a,— b), 
tthb alfo tng WP=b, tng WQ=a; W ju t(;eilenbe Sinie fe9 
MN, ber enbpunft M=:(A, B); ber enbpunft N = (A^, B'); ber 
flefuc^te J^eilpunft fe^ O =(X, Y) unb ber SIrenwinM fe^XWY^w. 
66 t(l bann ixt QJleic^ung <m einen ^auptfreiö, it^tw fpl>drifc^e6 
Zentrum ber ^unft V t(l, na* §. 6 : 

(a+b cos w).x4"(b + a cos w)»y=:l, 

unb bie ©leic^ung an bie Sinie MN felbjt i(l : 

(B'— B).x + CA— A').y=B'A— BA'. 

Siefe kiben Jg)auptfreife mögen fi(^ im ^mtit R fc^neiben^ unb 
{ur 99e{timmung biefed ^unfteö finbet man: 

(AB'^BA') (b + a cos w) +(A'— A) 
^*^ (B'— B) (b4-acosw) + (Ä.'— A) (a+b cos w)' 
^_ _ (AB' — BA0(a4>b cos w)4-(B' — B) ^ 
^ "" (B'— B) (b+a cos w) + lA'— A) (a+b cos w) * 
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sin MO » sin RN m « 
sin NO . sin RM "" n ' 

unb »itj) aud R atö ?}?tttelpunft ein Jg>aupth!et6 (efd^tteBen, fo 
fle^t er burc^ V, (lel>t fenftet^t auf RM unb .ijl alfo bie anträte 
ber Z\^ilmQ. 

aöerben mm bie ßinien YM, YO, YN, YR gejogen, wot^oti 
bie Slre WX in m; O', W, R' gefci^nitten »erben mag, fo ifl 

tng WM'=:A, tng WO' = X, tng WN' = A', tng WR'=x', unb 

t6 ijl aufferbem nod) (nad) §. 102): 

si n M^O\sin R^JV — m 
sin FC. sin R'M'"~n * 

SBirb alfo in ber fiinie WM'O'iYR'X ba6 @tfidf WV'=R'X 
abgefclynitten, fo ijl: \'R'=90*'', unb alfo V ba^ ßentrum für bte 
centrifc^e Sl^eilung ber ßinie M'JN; ober : t 

sin M'O' m.cos V'M 



m • 



sin N'O' n.cos VN 

©e^en »ir nun WV'=arc (tng=:«)^ fo ijl: «=- ; unb ba nadf^ 

§. i07 ijl: 

m(l— Aa) 4- n(i — A«) 

fo l^at man in biefem 5(uöbruefe nur noc^ für « ben folgenben 
SBertl^ ju fubjlituiren : 

_ (B' — Bj (b -h a cos w) + (A'— A) (a-fb cos w) ^ 
""^ ^ (AB' -. B A') (b + a cos w) — (A' — A) 

ober aud^, mnn man jur Slbfürjung fe^t: 

b' = b + a cos , w, 
a' = a + b cos w, 

ben forgenbenra^^^^-'^^^^"^^^^-^^^^. 

' ** (AB' — B A') b' + A' — A 

2)aburc^ er^dK man aber: i-^>«— (aB'--.BA') b' + A'^A ^ 

.rnf^i A' (A'-A)(i-^A'a--B'b-) 

"'^^ 1-A •«-(^._BA')b'+(A'-.A)' 

unb bfe JBenu^ung biefer SBert^e giW: 

^_ mA^ (i^Aa^— Bb') + DA(i— AV — B^b') 
m(i — Aa'— Bb') +n(i — AV— B'b') 

©ejeic^net man ba^er ben ^unft V ober ba^ Sentrum ber Z'fytU 
lung nic^t^ xoit oorl^er, mit (— a, — b)^ fonbern mit 
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V=:(a, b) 

wd^renb bie übrige SSejetdE^nung btefelbe (Iet6f, Xük t^orl^ttt, fo l^t man : 

Y^ löB' (1 + Aa' -fBbO + nB(i+ AV + B V). 
maVAa' + Bb')"+n(l + AV + B'b')' 

lutb burd^ biefe Reiben Sormeln tft bte i^orge(egte Aufgabe in tl^rem 
Sßtiym Umfange geldfet tootbm, ba nun and) bafi (Sentrum V = (a, b) 
ber S^Uung eine n)illfürlic^e @teKung l>aben tann« 3(1 bet^ren^ 
ttinfel w=90° fo jiel^en (!(![> bie beiben gotmeln jufammen auf: 

mA^(i + Aa + Bb) + nA(i + A^a + B^b) 
md + Aa + Bb) 4- n (1 + A'a + B'bT ' 
_ mB'd + Aa 4- Bb) + nB (j + A^a 4- B1>) 
m (1 + Aä+ Bb)~4- n (1 + A'a + B'b) 

Sai^Hofe ^Folgerungen unb Slnirenbungen geflatten biefe aBge^ 
meinen JJotmcIn, ml(i)e ate gunbamentalfotmeln ju Uttad)^ 
Un fittb, worauf »ir jeboc^ f^ier nid^t eingel^en* Denn »ie aud^ bie 
SSBett^e wn m, n, a, h rerdnbert werben mögen, fo liegt ber ^unft 
(X, Y) gleich wol^I immer in ber burd^ bie hüben fejlen ober ge^ 
gebenen fünfte (A, B) unb (A', B') gel^enben fplf^drifc^-geraben £mie 
MN, weld^e et eben ceutrifc^ an^ (a, b) nad^ bem aSerl^dftniffe 



n 
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Sn Slnwenbung beö 93egriffe6 ber centrifd;en S^eifung unb 
inöbefonbere ber centrifc^en J^albirung fonnen mt nod) eine ©gen- 
fd)aft beö fpf^drifc^en ßoorbinatemS^jtemö auf eine überaus ein* 
fac^e SBeife batt^un. SBenn Fig. 34 an^ ben ßarbinalpunften X 
unb Y bie ßinien XQ unb XQ'; YP unb YP; gejogen werben, 
weld&e jid^ in A, B, C, D fc^neiben, unb wir tng VP=a, tng VF=a; 
tüg VQ=b, tng VQ'=b' fe^eu, fo i(l x=a bie ©leic^ung an 
AD; x=a' bie ©leid^ung an BC; y=b bie @kid)nnian AB unb 
X = b' bie ©(eic^ung an CD. 

Sieben wir nun im Sieredfe ABCD bie beiben Siagonaleii, 
nnb nel^men wir ben Slnfangöpunft V an jum Zentrum ber ^aU 
birung, fjo f)aien wir: 

A = (a, b); B = (a', b>; C=:(a', b'); D = (a, b'). 

Sejeid^nen wir bie centrifcf^e SSJlitte ber S)iagonale AC mit 
(x, y) nnb ber 2)iagonale BD mit (x', y*), fo l^aben wir nac^ §♦ 105: 



J 
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a + a' ^ b 4- b' 

X =s unb y= — , 

2 2 

. a'+a , ^ b+b' 

x'= Uttb y'= — - — • 

2-^2 

T)a^tx ijl x=:x' unb y^j*, b. 1^.: bie Reiben ©iagotta^ 
l^n AC uttb BD f^alhittn einanbet centtifc^ auö V, unb 
man fann ballet ha^ JBteredf ABCD ber Slnalogte m^tn eitr 
centtifd^eö ^atallelogrömm nennen unb jwar für ba^ 
ßenttum V, 

SBerben ferner bntd) ben 2)ur(^f(l^ttitt^punft E ber kiben 
2)ia3önalen bk ßinien XEq unb YEp geiogen, fü ijt: 

. tng VP + tng \P ^ 
x = x'= tng Vp = —2 Z_ö unb 

y=y'=tngVq== ^ ^^ ^ ^ > 

SSJetter werben t>on ber ßinie Xq hie ©eiten AD unb BG 
centrifc^ an^ V "fyalUtt, unb eben fo »erben auc^ t>on ber ßinie 
Yp bk Uiben anberen Oegenfeiten AB unb BC beö centrifd^en 
^ParaUelogramme^ an^ V l)albixt 

S* 110. 

2)a^ fo eben Ibewiefene S^i^eorem ifl nur ein fel^r fpectelfcir 
%aU ron einem t>iel allgemeineren. ©^ fe^ Fig. 35 ABCDEF ün 
fügenannte^ »oHjldnbigeö Söierecf, mlö^tt^ bie btei diagonalen AD^ 
BC mb FE f)at SBir ^albiren bie ieiben erflen Diagonalen cen« 
trifc^ au6 einem fünfte V, irelc^er eine toiHfürlid^e ßage ^äben 
mag, unb fuc^en eine @leid!)ung an bie centrifc^e ^albirungdlinie. 
Um ol^ne lange ©ntwicfelungen bal^in ju gelangen, bcfc^reiben toit 
auö V einen ^auptfreiö, wooon bie ©eiten AB unb AC beö 93ieredfö 
in X unb Y gefc^nitten »erben, unb net;men ba^ ©tfidf XY beffeU 
Un jur ßarbinale, alfo ba^ gegebene Zentrum V felbjl jum ?rn« 
fangdpunft ber ßoorbinaten. SBirb nun ber ^unft A beflimmt burd^ 
(a, a) fo i(l bie Oleicl^ung an AB : y — « = o, unb bie ®leiclj)ung 
an AC ifl eben fo: x — a=o. 

e^ fei) ferner B=(b, «); C=(a, y) unb D=(cl,^); bann i(t 
bie ®let(^ung an BD:, 

(^ — a) X — (d — b) y = 5b— «d; 

unb »irb <te mit ber ©teic^ung x— asso t>erbunben, fo er^lt 
man jur a3e(limmung be6 ^unfted £ bie ^u^bräcFe : 

« (d — a) — a (b — a) 
x=a unb y= j^ 

J)ie ®lei<^ung an CD ift eben fo : 
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iinb »irb fle mit ber (Sleic^uns y=a uximben, fo er^It man 
jur JBcIHmmuna ber ßage »on F bie ?(u6btücfe: 

a (d— «) — d (y — «) 

X =s — i^ ^ 1 , unb T = «. 

^— y 

SEBerben nun bie feiben Diögonalen AD unb BC centrifd^ ou^ V 
l^lbiirt, fo ifl nac^ §« 105 bie centtifd^e iDlitte pon AD beflimmt burc^: 

a 4-d ^ « + ^ 

x= ' ■ ■ unb j = -- — 

2 "^ 2 

Qbtn fo tft bie centrifd^e Wttt r>m BC befKmmt bur(^: 

X = —^ unb y =s — — ^ • 

2 "^2 

S)a^et ift bie ©leic^ung on ben burcf^ bie centrifc^en Wttm oon 
AD unb BC gel^enben ^auptfreiö: 

ober einfädlet: 

2 (^— y) X — 2 (d— b) y=a (^— y) +a(b — d) + b^ — <!/• 

S)iefe ©(eic^ung l&$t fi(fy ond} mttt folgenbe $orm bringen : 

2 (ß-^r) • (X— «)— 2 (d— b) . (y— «)=ba -dy— a (a— /)- «(b— d> 

Wimmt man nun noc^ bie centirifc^e 9Rttte ber britten ©iagonale 
EF, fo f)at man für fte bit ?luöbvucfe: 

a (5— a) — d(y — a) 



2x=a + 



2y=a + 



d — / 
a(d — a) — ^(b — a) 



d — b 

J^ierau6 akr {iel^t man bk kiben Formeln: 

2 (^ — ;') (x — a) = a;'— aa-b ia — dy, 
2 (d— b) (y— a)=s-.«a— 5b + aa+«b, 

unb »irb oon ber erflen bie ^mitt futtra^irt, fo er^dft man : 

2 (^— /) (x— a)— 2 (d— bXy-«)=ba— d/— a (a--y)--^a(b— d); 

unb alfo biefelbe ®leid>ung, treidle fräl^er fär ben i^aupttrei^ ge^ 
funben »urbe, »ooon bie beiben diagonalen AD unb BC centrifc^ 
l^albirt »erben. 

SBenn man bal^er au^ einem »iUfurlicben Zentrum 
V bie brei diagonalen AD, BC unb EF eine^ [ooll- 
ftdnbigen 93ierectö I)albirt, fo Hegen biefe brei centri^ 
fd^en bitten iebe^mal in einem unb bemfelben J^aupt^ 
ifreife, beffen ßage fic^ aber dnbern fann, »enn ba^ 
gemeinfcbaftlid^e Sentrum V feine ©teile oerdnbert 

2Senn man ferner^ bie brei £)iagonaIen, ^att (te nacb bem 
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S3erl^4ttmjfe— = + i ju tl&eilen ober jö H^ren, melmel^t nac^ 

bem S3erl;Ältmjfe - = — i tl^eilt, fo Kegeu btebrei concentrifc^en 

2l^ei{punfte nad) §♦ 101 fo, baß (ie oon bem gememfc^aplit^en 
Zentrum V um 90 • abflel^en ; b. 1^. , biefe btei ^punf te <tnb gerabe 
biejenigeii, in weld&en bte btei SJtagonalen oon b^t ßarbinale XY 
gefc^nitten »erbem — Dal^er liegen and) biefe brei Sl^eit 
punfte in einem unb bemfefben J^auptfreife» 

3n ieber £)iagonaIe liegen alfo an^tx if}nn (eiben (^bpunften 
jtoei centrifd^e S^l^etlpunfte, itnb in biefen oier fünften iß eine 
fold^e S)iagonale nad^ §• 101 iebe^mal (;armonif(^ get^eilt. 

S. 111. 

SBiv U^alUn ba^ vorige (Soorbinaten^iOflem unb and) bit 
ootige SSejetc^nung (ei unb befc^reiben einen fp^drifc^en ^egelfc^nitt, 
toelc^et bie oier Seiten beö 23ierecf6 ABCD berul^ren fott, ttnb 
beflen ©leid^ung fepn mag: 

Ay 2 -J-. 2ßxy 4 Cx^ + 2Dy -f 2Ex + G = o. 

Snfofem er nun bie (Seite AB berühren foll, beren ®Ietc^itng 
ifl : y •— « = 0| l&öben »ir nad^ §• 62 bie Sebingung : 

Snfofem er nun bie (Seite AG berul&rt, beren ®leid^ung x— arso 
ift, f)aUn toir: 

2) (B2-.AC).a2 4.2a(BD— AE) + D«— AG=:o. 

Sa bie ©leid^ung für CD ifl: (^— y).x— (d— a)y=aa— yd, 
l^aben toir: 

S) (B2 — AC) (aa — yd)2 4- 2(BD — AE) ^ — y (^a — yd) 
4- (D*-AG) (d -/)^ + 2(BG — DE) (d — y) (a — d) 
+ 2(BE— CD) (a— d) (aa—yd) + (£2— CG) (d— a)*=o. 

S)ie oierte SBebingung, ber Serfi^rung ber Seite BD, beren 
eWeid^ung (^— «)x— (d— b) y=5b-ad ifl: 

4) (B2— AC) (^b — «d)2 + 2(BD— AE) W—«) (A— «d) 
+ (D* — AG) (a — «)>+ 2(BG — DE) W— «) (b — d) 
+ 2(BE— CD) (b— d) (db— ad) + (E2-CG) (d — b)*s= o. 

ffliminiren toir ani ben oier SBebingung^gleic^ungen bie bret 
©rßßen E*— CG, D2 — AG unb BG— DE, fo ersten »ir eine 
einjige ©leid^ung, in »eld^er »ir: 

AE — BD ^ CD — BE 

^=BicrAc""^y=B2TrÄG 

fe^en, unb bie bann ifl: 
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©er ^unft (x, y) aUt i(l nac|> §• 38 ber in SBeiiel^ung auf einen 
Äegelfd^nitt be(limmte ^ol ber ßorbinalen XY, »elc^er mit P be- 
jeid^net fct)n mag ; biefer ^ol dnbert mit bem ÄegelfAnitte jugleic^, 
woju er dd)btt, mb ber bie rier ®titm be^ Sierecfd ABDC krül^rt, 
feine Sage— ater wie er aud^ feine ßage dnbern mag, fo 
bleibt er gleicbn^o^l immer in einem unb bemfelben 
i^auptfreife, meil bie vorflel^enbe ©leid^ung an ben geometri^ 
fc^n Ort bed ^unfteö P eine ©leic^ung be^ erflen ©rabee ift, 
unb alfo einem J^auptfreife jugel^ßrt» 

T>it gefunbene @Ieid^ung l&$t ftd^ aber noc^ febr rebuciren 
itnb man finbet baburc^ balb : 

(2/a— 2«bX«— y)(b— d)+(;.2^^2)(^a— d)(b— d) 

,f ,x , X -Ka*— b*)(a— a)(a-y) 

2(b-d)y+2(a-y).X= ; ' ^ , /^\ , ^^ 2.^ 

V ^j-r \ r/ «Ja— ;<d— aa-fad— ab+;^b 

Sm STuöbrndfe auf ber redeten ©eite ifl aber ' ber S^U^ tbeilbar 
^urc^ ben 9?enner nvb nad> gefc^bener 2)im{ton f}at man bie ein^ 
fad^e @(etc^ung: 

2(b~d).y+2(^— y)x=a(a— y) + «(b — d)+ba— d/ 

unb alfo biefelbe, welche im §. iiO gefunben »urbe* 

SBenn hdf^ctin^ Sejiebung auf jeben Äegelfc^nitt, 
iveld^er bie »ier ©eiten bed Siererfö ABCD l^albirt, 
ber ^ol P ber ßarbinafen XY beflimmt »irb, ft> be^ 
finbet er fid) jebeö^al in einem jttjeiten ^auptfreife, 
weither bie brei diagonalen concentrifc^ an^ V bat 
birt^ wenn V ba^ fpb<Jrifc^e Zentrum be6 witlförlic^ 
befcbriebenen ^auptfreifeö XY ifl. 

2Bir f önnen biermit noc^ ba^ im 3^^(^$^ i J« §♦ 59 bewiefene 
Xl^eorem in 23erbin6ung feßen, unb bemgemdß an6 bem fünfte 
P, aU einem fpbdrifd^en Zentrum einen ^auptfrei^ befc^reiben. 
Oebört nun ju bem ^egelfc^nitte K, in Sejiebung auf »eichen ber 
«Pol P beflimmt worben ijl, bie reciprofe (5urt)e K' unb wirb in 
JBejiel^ung auf fie ein ^ol P' bejlimmt, welcber ben an^ P befd^rie^ 
benen ^auptfreiö jur polaren f}at, fo fdttt ber ^ol P^ iebe^mal 
mit bem fünfte V jufammmen. 

§. 112. 

(S6 gebort in biefcn Slbfc^nitt and) bie ©iöcuffion ber©teic^ng: 

(y--.b)2+2(y — b)(x — b) cosv + (x — a>2=r* 
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tn mitist (v y) bitten ^unft M bct (Suvh, (a, i>) einen nnt^er^ 
dnberlic^n ^unft R, unb > eine ßonflonte bejeld^net; v feij bet 
Slxentt)tn(eL 3n bev ^(ammetrte gel^ivt biefe ©leid^ung Utamtli^ 
einem Greife, beffen SRabiud = r unb beffen ^itttlpnntt bet ^unft 
R obet (a, b) ifl. ®it nennen bte biefet (Sleid^nng in ber ©pl^drif 
juge^örtge 6utt>e ekn beßwegen einen centtifc^en Äreiö, unb 
jwat für bcn ^Infangöpunf t V ; benn bk ©leic^ung an einen mth 
lid^n Rtti^, bejogen auf jtoei ftd^ unter bem SBinfel v fd^neibenbe 
Slieur ifl in ber ©pl^drif ton anberer aJefd^affenl^eit 

2)a bk beiben SoorbinatensSlren eine unkftimmte JWtrf^tung 
I^a6en, fo neigen wir eine SoorbinatensSSern^anblung r>ot, tcobti 
XDXt außer bem ^nfang^punfte Y aud^ bk diic^tung ber f^mittn 
9(re uni^erdnbert Uibt'^altm, unb nur bie dtid^tung ber erjlen ^xe 
um einen SBinW « t^erdnbern* 

SBirb ber ^unft M in Sejiel^ung auf ba6 neue ßoorbinötens^ 
©9(lem mit (x', y') unb eben fo ber ^unft R mit (a', b') bejeid&s 
net, fo ifl ber neue 6oorbinaten*5lBin fei =v— of=v', unb ba^er nac^ §. 18 : 

x' sin v' a' sin v' 

X =s f a=5 — » 

sin V sin V 

^ y' sin v + x' sin (v — v') r __ ^' sin v 4- a' sin (v — v') 
sin V siu v 

SBerben biefe ©ertl^e in ber oorgelegten ©leic^ung fubflttuirt, 
fo erl^dlt man nac^ gehöriger JRebuction bk neue ©feic^ung: 

(y'_b')2+2(y' — b') (iL' — a') cos v'+(x'— aO^=r* 

weld^e, töie man fielet, bk ©efd^affen^eit ber'oortgen l)at, unb in^s 
tefonbere biefel&e Sonflante r, »ie oor^in, entl&dlt 

2Ba6 a6er l^ier oon ber erjlen 3lre bewiefen ifl, gilt offenbar 
an^ oon ber jweiten. SSJtan Mite alfo offenbar bie JRid^tungen 
beiber ?Iren juglei^ um toiütütli^c ©infel oerlegen fönhen, unb 
e6 wdre, wenn nur ber STnfang^punft V beibel^aften wirb^ biefelbe 
©leid^ung l^eroorgegangen. 

Durdf» (Jnttoidfelung gel^t bie neue ©leic^ung, inbem n?ir bie 
Detente oon x' unb y toeglaffen, über in: 

y* + 2cos v\xy + x2— 2(b' + a' cos v'J.y — 2Ca'+l>' cos v').x 

4-a'2 4.2a'b' cos v'+b'^— r2=o. 

9}el^men wir nun ben WinUl a im §• ii2 fo an, baß bie 
erfle S(xe opn ber Suroe in jwei fünften N unb l*^' gefc^nitten 
wirb, unb fe^en wir : 

tng VN = n, tng VN'=:n', 

fo erhalten wir, inbem wir in ber @(eic^ung an bk (Suroe fe^ yso, 

9 
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^ren äBurieln bte &rb^tn n mb n''({nb. 3>al^ar l^at man benn: 

n 4- ii'sa2(a' + V cos v') 
llttb n.n'c=a'^ + 2aT>' cos v'+b'*— r*. 

Sie le^te ©letc^ung formen »tt noc^ um, tnbem mt ben feflen 
^unft R mit t>em Slnfangdpunfte V butc^ eine Cime VR ret- 
Hnben unb 

tng VR = ß 

f((^n ; benn nac^ §* 4 iil ofenbar : 

a'2 4.2a'b' cos v'+V 2=^1 

unb olfo eknfaQö eine conilante ®r5f[e ; bal^er tfl benn ia$ ^obuf t 

tUnfaU^ t>on conflanter ©ro^e, ivelc^en SBert^ aud^ ber SBtnfel « 
"fyaUn mag, unter toeld^m bte (Setante (ober @el^ne) YNN burc^ 
bie (Sur))e gelegt »irb« 

aSenn bal^er, wie in Flg. 36, ber ^unft V (tc^ au^erl^aK be^ 
Äegelfc^nittö PCQD beftnbet nnb ron i^m an^ unter »ißfätlic^en 
{Richtungen bte beiben ©ef anten VMM' unb VNN' gejogen werben, 
fo ijl immer: 

tng VM . tDg VM' = tng VN . tog VF. 

Drel^en jtcb bie ©efanten um V fo lange, biö Ite bit Sangenten 
VQ unb VP abgeben, fo tfl eben fo:*tDg VQ2=tng VP^, unb 
alfo auc^: 

VQ = VP; 

b. f)., ber ^unft V i^at tm folc^e ßage, ha^ bie beiben »on i^m 
an^ an bie ßuroe gelegtett Tangenten VP unb VQ gleich groß itnb. 
5lBirb alfo bie »erul^rung^fe^ne PQ gejogen, fo i(l P VQ ein gleic^s 
fcbenfeligeö 2)reiecf. 

§♦ 114^ 

©a ber ^unft V ber Sttnfang^punft ijl, fo tfl nad^ 5. 55 bte 
©leid^ung an bie ij^m jugel^örige Notare: 

(b'+a' cos v').'yH-(a'+b' cos v') x=b'24.2a'b' cos v'+a'^— r^, 

ober audj): Ax + By = ^^ _ p» ^^^^^^ ^j^. jy^ Vereinfachung feßen: 

A = a' + b' cos v' unb B=:b' + a' cos v'. 

gdffen wir aber oom Sfafongepunfte V ein ßotl& auf |ie, f^ 
tfl bie @(eicbung an biefed ^erpenbifel nad^ §«r 9 : 

B — A cos v' 
^"" A— B cos v^* ^' 

unb wenn i^ierin für A unb B bk SSerfl^ fnbflituirt werben, fo 
rebujirt (tc^ bie ©leid^ung auf: 



J 
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v 

a ' 

b. ^., mm man ben dlnfanaöpunft V mit bem gegrtetten feflen 
fünfte R butc^ eine ßinte VKsä^ »erMnbet, fo fielet biefe fent 
nö)t auf bet Serul^rungöfel^ne PQ, welche alfo bwon j^alWrt 
»irb (in S). 

©ie ©(eid^ung an einen burd^ R feftjl gel^enben ^axipttttiif 
welcher ebenfaUö auf VCSRD fenfrec^t fielet, i(l tia* §. i2 : 

(b'+a' cos v') . j 4- (a'+b' cos T^x^-b^b'+a' cos v) + a'(a'-^l>' cos ▼) 
ober (b'4a' cos \').y+(a'+b' cos V).x=b'*+2a'b'cos v'-f-a". - 

S* 115. 

Um ben STbflanb ys btt Witt S bet Setü^tunfl^fel^ne PQ . 
vom ^Infangdpunfte V ju flnben, bebenft man, baf VCSb f)axs 
monifd^ &tt\)tHt unb alfo 2. cot VS^cot VC^-cotVD i(l, 

25Jefem gemdli fommt eö alfo auf bie Ermittelung ber ^n^ 
btüdt für VC unb VD am ©eben wir aber bem 2ßinfel « im 
§• 112 bie ®roße, bag bie erjte 3Jre burc^ R ^tl)t, fo ifl: tng vc=n 
unb tng VD=5n'. t)a aber b'.= o fep foll;ünb bann tng VR^a' 
ift, fo l;aben mir: . 

n + n' = 2a'=: 2g 
unb ii.n'=aa'2 — r* = ^a_jp« 

I)er erften' ©leic^ung ^-^ « ^ gemdft ift CD vm fünfte R 
centrifc^ m6 V l^albirt. 3luö ben bei&en ®leidj)unaen ftnbet man aber: 

n' — n=32r, 

unb alfo: n'=ß + r=ctng VD^ 

ns=p — r==tng VC. 

S)al&er ijl benn: 2 cot VS«= -4-+--^« ^^^; , unb alfo: 

^2 pt 

tng VSäX j 

aber: tng VR *» g; 

alfo ifl: tngVR — tngVS«=L 
unb i+tng VS tng VR=1+^«— r*, 

mit^n: tng SR^ 7ä+V^=ö* 
(Sinb ferner VX unb VY bie urfprunfllid^ goorbinatens?lteti, 
in Äeiiel^ung auf welche ber ^mti R burd^ (a, b) im §• 112 
beflimmt icoar^ fo ftnben mx lei^t; 



tng «atng XVR 
«nb tng T*« tng YVR« 
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b sin 



a-f b cos T 
a sin ▼ 



b'+tk cos V 

»dl ber SBuifd XVY=y»ar. ' 

%. 116. 

2Bemi »it We Cmie VCSRD in Fig. 57 ju? erffen-Är«^ «nb 
yir pmttn eine borouf fenfred^te fönte VY nehmen, folfhirai^ 
$. ÜB VY jugleii^ bte d^entrale für bie centrtf(^,J^aIHtung 900 
CD, iMin ber fefte ^nft B. bte centttfd^ "SRittt^wn CD fe^n fcff. 

^e Oletc^utig an bte Stirve für biefe« (foorbtnaten^@9fletn 
ijt nun: 

»orau^ man {leH baß VD ein J^auptburc^meffer ber Surve ber 
9it(^tund nad^ t(t nnb ba^ alfo ber innere SRittelpunft ber @uri>e 
in CD entMten ift. 

SBirb fein 96(tanb 9on Y mit m bejeic^net, fo ift : 

2 ' 

tng VC 4- tng VD 2p 

alfo: tng am- ^„^g yCtng VD ^ l+r'-,' ' 

nnb ber l^ierbun^ be(Kmmte ^mtt £ ift ber gefachte iD?itteIpunft. 
SBenn man in ber ^orfiel^enben ©(eid^ung ftatt 7 f^reibt 

-^^ nnb ftatt x fe^t tng x, fp finb x nnb « iie ?f6fciffe nnb 

fenfrec^te 9fpp(icate eined ^unfte^ ber f&ane, nnb bie ©leicf^uns 
tfl bann: 

tng z^J^coB X* (tng X* — 2q tng x4-p^==r' cos x* 

ober: tng s^ + tin X*— 2^ sin x cos x4- (^^ — r^)cos x*=o. 

4 

©eßt man l^ierin tpg x=fc ^ nnb alfo cos x*= ■■'■ .^ fo er* 
^4U man bie ber 9I6fciffe VR suflel^öride ^pplifate z, nfimlid^ : 

nnb alfo: tng RMr=tng RM': 



©irb alfo auf ber erflen ?lre VX«90*' abgefc^nitten, fo ift 
nad^ §• 104 XDRC l;armonifc^ d^^tilt, nnb wznn XM gejofleti 
n^irb, wooon bie jtoeite 9lxt in /« gefd^nitten loerben mai, fo ifl: 

tng Y^= r, 

nnb l^iermit alfo bie (^onftante r ber @leid^nns conftrnirt n^orben. 
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Sie ©leic^usg an eine SBemJ^rung^Iittte btt (Smu iß: 

S)a nun ber ^änft M btt (Sunt I^efKmmt ift bttvd^ (er 0^ f» M 
man ate ©(etd^ung bet aSevu^rungöIinte fu); il^n bteebifoc^ folgenbe: 

u = r; 

t« 1^^ ti tfl XMf» felbß eine fdtm^twxQÜmt btt Qtmt. ^al^ 
tjl benn MM' bie Setu^rutig^fe^ne fut ben ^unft X, fo tme PQ 
eine 93cm^tunfliJfel^ne für ben «Punft V ijl. 

91(6 ®let(^ttng M bad ©^flern bet ibeiben Sangenten VQ unb 
VP finbet man : • 

SBivb bie Sarbinole ^on bet Sangente VQ in q gefd^nitten, fo 
^at man: 

$. 117^ 

9(6ev bie bemerf en^toertl^efte Gigenfc^aft bet 6urt)e ifl bie^ 
baß jebe burc^ ben 9ttnft.Rge|^enbe@et^ne 9on biefem 
fünfte centvtfd^ au6 V l^atbitt n>itb, unb alfo ein 
eenttifc^et Dutd^meffer ijl. 

. S)te @(ei(^ung ^n ieben butyl^ R gel^nben {>atq>t{rei« l^ot 
nimlid^ bie ^orm: 

in »eld^et bie ©r*ße k bnrt^ bie SRit^tung' eined fold^n i^aupt^ 
(reifet (eflimmt »itb. (&$ fe^ LU tint folc^e @e^ne unb betp 
©nbpunft: 

L = (x,y), U=(i', /). . 

3)a nun ber «punft R = (ei o) ift fo muß alfo 

«f unb -^ ' '=0 

fe^n ; unb in bet Sl^at ftnbet man, inbem bie @Iei(^mg y »k (t^q) 
mit berGHeic^ung y*+(x— e)*=r^anbieSuwet)ertunbett »itb: 

_ r _ +kr 

X -j. x' y + y' 

unb alfo: —— = e ««^ ^ ■ = o, m^t JRic^tung ouc^ immer 

bit @ei^ne LL' 'fyabm mag. 



\ 
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DaffelN StefViItae fnbet man <iuf eine fafl eben fo einfad^ 
SBetfe aU ber affgemehtften @Hei(^ng 

(y-.b)«+2(y — b)(x--a) cos ▼+(!— a)*s=r* 

ün ben cettfrifc^n Xrei^* 

aSenn aber ba^ (Zentrum V ber Sl^etlung nnb ein centrtfc^ir 
Dutc^m^er LU gegeben (htb, fo ifl He SonfhrucHon be^ c€ntn» 
filmen Xreifed t^e6mal t>»aid befftmmt 

©0 »te LL' ein centrifc^r ©utd^meffer iff^ flnb aud^ CD unb 
MM' centrift!^ X)uir(l^meffer ; abet MM' ifl bet einzige, mld^ wm 
centrifc^ SBlittdpmttt R abfohtt l^albitt wirb ; atte übrigen t>un!^ 
nieffer flnb nur centrifc^ aix^ V l^albirt. 

St. 118. 

3(1 L=:(a, />) unb LX«; /r),fo ift »enn bie centrifd^ WHttt 
R bejeid^net wirb mit (t, u) : 

2 2 

unb alfo bie ®leid^ung an ben ^cbtrifd^en Ärei6 : 



t-(^')]'-t-C4-0]t-(^)] 



COS T 



4 -C-i^ll'-i 



*2. 



mtb' uttt' r ju befKmmeU; l^at man nur y=/J unb xs=ce ju feßen, 
»oburd^ man jlnbet: 

tUt aiXd)t ür^^Cß—fy+iCß-ß') («—'«0 cos v + («— a')2* 

S)ie ®Iei(^ung ^n ben bur<J^ bie (Jnbpunfte be^ centrifc^en 
S)urc^meffer^ LL' befiimrtiten centrifc^en Ärei^ ifl alfo: 

y^ -f 2xy cos v -j- x^ — [/J -f ^' 4. („ + «') cos v] y 

— [« + «+(/? + /?') cosv].x + /?/3' + (a/r-f^a') cos v.+ a«'=o, 

ober anber^ georbnet: 

y*+2xy CO« v+x *—(/?+/?') fy+x cos v)— fa-f«') (x-fycos v) 

+ /?// + (ce/?'.+ /Jtt'3 cos v + o«'— o. 

ÖBenn ber ^xenroinM ▼ ein rechter ift fo, jiel^t |ic^ bie ©leid^ung 
affo jnfammen *auf : 

©enn aber hU fünfte L unb L' nic^t bie ©nbpunfte eined 
centrifc^en S^urd^mefferö flnb, fo mv$ außer bem Sentrum V ber 
centrifc^en JE)dIbirung noc^ m bxitiet ^^mtt L" 00m Umfange beö / 
centrifc^en Jtreife^ gegeben fepn, wenn bk bni' Sonftanten a, b, r 
in ber affgemeinen ®let(^ung an i^n, unb alfo er feJbfl, ofiffig 



/ 
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ibejhmmt fe^n fbllen. £)te ©letc^ung tcirb bann aUt jufammendef^s^tev i 
Btc^t fo einfad^ tfl jte and) bann, totnn baö gegebene ßentrum V^ 
in 93ejie|>nng auf mld)t6 bk Durc^mefier concenttifc^ ^alhixt 
werben, ntd^t jum ^nfang^punfte ber (Sootbtnaten genommen wirb« 

§♦ 119^ 

S)a ber im §♦ 116 tel^anbelte centrifd^e ^reie ein fpI)Ärif(l>er 
Äegelfc^nitt ift befien eine Slre für ben inneren SSHittdpnntt CD i(l, fo 
f innen wir bie ®roße biefer 3(xe leicht burcl5> 9 «nJ> ^ au^brucfen* 

Sejeic^nen wir fle mit 2B, fo ijl tng 2B= ^|°g^^^^^^g ^g . 

J)a aber nad^ §♦ 115 tng VD==^4.r unb tng VG==^ — r ift 
fo l^aben wir: 

« 2r 
tng 2B = =- -. 

2)a ferner PQ unb MM' bie bin fünften V unb X jugcprigen 
Serül>rungöfel^nen <tnb unb E ber innere 9KitteIpunftijl,fo^at man: 

tng B2=tng ES. tng EV unb tng B2=tng ER. tng EX, 

unb weil VX=90* ift fo erl^lt man burd; bie SWultiplication ber 
kiben ©feid^ungen: 

tng B^=tng ES, tng ER. 

2)ie ©ümination t>on B gibt enblid^ noc^: 

tng VE2=cot EX2= ^"^ ^^ . 
° tng ^^ 

2öenn man femer in ber Oleid^ung tng ä^^ sin x«— 2^ sin x cos x 
+ (^*— r*) cos x*=o btn Slnfang^punft in ben SÄittelpuntt E 
oerlegt, inbem man feßt x + m für x, fo erf^dlt bie ©feic^ung 
bie, gorm : _ 

tng z^ + P sin x^-|-2Q sin x cos x — R cos x*s=ao, 

imb man ftnbet: 

P=:cos m^-f-29 sin m cos m-}-(9* — r*} sin m*/ 
Q=sinmcos m — ^ cos ni^ + ^ sin ni^ — (^* — r*)siiinicosm=o, 
— R=sinm^ — 2$ sin m cos m 4- (^^ — r*) cos m^. 

%\\x ben 3«f<Jtttmenl)aiig unter biefen brei (Soefficienten ftnbet man: 
p — R=i4.^2— r^ unb Q» + PR = r« ober einfadjer P.R^r^ 

m\i Q = o i|t, Sie ©leic^ung rebujirt pc^ alfo and) auf: 

tng z^=R cos x^ — P sin x*. 

5EBeil aber z = o für x = B fe^n foK^ fo %ai man offenbar : 
tng B*=p-; unb foH eben fo x = o fe^n für z « A^ fo l^at man 

»0(^: tng A*==R. 

%nÄ biefen b^iben ©leid^ungen ftnbet man nun, wie oben: 
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2r 

tng 2B« — — — — ; atet matt ftnbet aiic^ noc^: 

tDff A> 

tngB ' 

ttttb ba btt cetitrifc^ Slabiue m^ §• il6 bie ßtni^ Tf» tfi; fo tfl 
nad^ S. 7i V/tft mu^ bet bet 9ixt CD jttdef^tetge Parameter. 

i>a bie Qhrftfilnt A mtb B (bie bdben JgKiIbaxen) ^cttonra 
9on f finb, ttttb alfo von bet Sage ba (itntmm6 V bet S^effang 
a^l^ttgen, fo (ebatf e« ttm fo mel^t btt Untetfui^ttttgr totli^ pon 
bett betben Vften bie gto^ uttb ml^ bte Herne fe9. ®dbe e6 nitti 
tn CD, ttJDjtt bet ^atametet arc (tng«r) ge^drt^ einen S3renn^ 
pmtt, beffen W>^anb wn V n>tt mit £ b^eic^nett tooHen, fo mü$te 
eine in i^m ettid^tete 9fpplicate z bem eben genanntett ^atüvxettt iUkfy 
*fet)n. ©eßen tt^it abet itt bet ©leic^ung togE^+sinx*— 2esinxco8x 
+ (^ *— r*) cot x^= o, tng s BS r unb 1 == 1^ fo nmMbüt fte (t(^ in : 

ml^ offenbat nicbt befleißen fatttt« S)abet ift btm immet CD 
bie Heitte Site bed ^egelf^^nitt^ , toelc^e Sage aud^ immet ba^ 
^enttttm V btt centtifc^en 4>albitun9 in il^t l^aben mag. 

fiiedt bet ^untt V im ©cbeitel C,fo ijl: tngVC=^— r«o, 
unb oljo: 9=r. S)a^et l^at man benn: tng 2B= 2r, unb alfo: 

_ tng B _ tng A* 
^"" i-*tng B»~" tng B * 

^ittaM abet jiel^t man: sin A~tng B, tmb bet ^egelfc^ntet 
^at bann a(fo bie Sefc^ffenl^eit be6 im S* 87 bebanbeltem 

SBenn ba^ Senttum V bet Jg)albitun3 jwifc^en C unb D an^ 
genommen »itb, fo flnbet fafl mit bmn eine SlWnbetung (Statt, 
ba^ nun bie bem fünfte V juge^ßtige ^olate PQ feine Se« 
tif(>tungdfebne nte^t ift, fonbetn ftc^ außetl^alb be6 ^egelfc^nittd 
itfinbtt. 

^cbtt Äeflelfd^ttitt fann alfo ate ein centttfc^et ^tet^ botge^s 
fleHt »werben, mnn ba^ ßentrum V bet J^albirung in bet fleinen 
^te fitt ben inneten Wittelpunft bei ^egelfc^nitt^ angenommen 
tt>irb. Söitb bann biefe Site »on einem ^punfte R centtifc^ ani V 
^alMrt, fo ijl R bet centrifdj^e OTittelpunft beö ali centtifc^en Äteife6 
bargefleHten «Kegelfd^nittö. 

§. 12a 

Settacbfett tt>it nun Fig. 35 ba6 »oKfldubige Sietecf ABCDEF, 
unb nel^men toit baffelbe @ootbinaten$@9flemr toie antfy biefelbe 
S3ejctcbnung, aU im §• iiO, n)0 bie btei £)iagona(en centtifd^ au^ 
bem jum ^nfang^punfte bet Sootbinaten genommenen wiHfutlic^n 
obet auc^ gegebenen Senttum V i^albitt »utben. Wit Urnen ie^t 
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nad^ §• 118 btefe btü £)ta8cnalett aU ^nx^mefftt wn cmbAf^ 
Greifen borftellen, mb i^xt concentrifc^en ^ittm finb bann bte 
centrifd^en ÜRtttelpnnfte btefer brei Greife. @te liegen nad^ §. iio 
in einem nnb bemfeliben J^ouptfreife^ beffen @)Ietc^nng tfl : 

2(^— y).x— 2(d— b)ys=^a— ya+ab— od+Ä — yd. ' 

f)o bet ^ft A=(a, «) nnb D=s(d, ^) ift fo ifl bte®Iel(^ttn8 
an ben centrtfc^n Stxti^, beffen S)ui^meffet bie diagonale AD tfl, 
nod^ §• 118 f 

y2 + 2xy cos v+x*— (a+^)(y+x cos t)— (a+d) (x+y cosv) 

•4- (a^ + «d) cos V ^ ad s=o. 

2Bir beuten biefe Oleid^nngmft P=o an. 3)a fetner B=(b,a) 
nnb C=::(a, y), fo tfl bte @(etd^ung an einen itotitm ^ret6, beffen 
centrifd^ev 3)uYd^meffeY bit S)iagDnaIe BC tfl : 

y *+2iy cos v^x*— (a+/) (y + x cos v) — (a+MCx+y cos v)-|-a/ 

4- (by 4- a«) cos v 4- ab== o. 

S)tefe ©letc^ung mag bttrd^ 'Q?:so an&ä>tnttt mtbm. @eßen mt 
«iblic^ ben qjunft E==(t, u) mb F = (t; u'), fo tfl bit ©leic^img 
an einen btitten Rmi>, befien centrtfd^ £)ur(^meffer bie btittt 
S>iagonaIe £F beö SBietedf^ ifl: 

y^-f 2xy cos v-J-x*— (u+u')(y4-x cos v)— (t+l')(¥-fy cos v) 

+uu'+(ut'+tu') cos v+tt'=o. 

£)iefe 6)(e{(^ung mag mit R == o at^bmttt »erben» SBerben l^^ierau^ 
bie '©feic^ungen P— Q=o, Q— R=o, P— R=so l^ergefeitet, fo 
gel^5ren fle bm gemeinfc^aftlid^en Seltnen ber paanvetfe genomme:» 
nen Äretfe an, mb bit @lei(^ung P — Q=so ifl namentlich : 

(ß — tO (y + ^ ^®' '^) "^ (d — b) (x 4- y cos v) 4- «;' — ti9 

4-{yb 4- «a — tki — «d] cos t 4- ab — ad 4- o- 

SBirb a6er eten fo bie ®lei(^ung Q — R = o getilbet, xmb 

„ (d — a) — ^ C*> — a) 
»erben barin bie SBertl^e t = a, u = THh ' 

^^^ a(J-«)-d(;.->«) ^^ ^^^^ ^^^ ^ ^^ fufiaituirt, fo 

0— y 

iftbie ©felcfeung md) einiger SRebuction tl^eilfcar burc^ ^a— «a— ;^d 
+ ad— Jb+/b, imb nad^ I2(6»erfitng biefed atten ©liebem ge^ 
meittfc^aftlid^en gactor^ fdttt bie ®Iei(^ung mit ber oorigen P--Q=o 
»fittig jufammen* ®ine unmittelbare ^olge l&ieri^on ater 'ifl e^ fc^on, 
ba^ bie ©leid^ung P— R=o an bie btitte 2)urd^fd^nitt6fet>ne eben^ 
faa^ mit ber 0leid[)ung P— Q==o biefefte ifl. 

£)al^er l&aten benn bie brei Äreife eine gemein* 
fc^aftlicbe ©e^ne, unb t6 gibt alfo jwei qjunfte in 
ber Sltc^tung btefer @el^ne, in bereu jebem bit brei 
Greife, bie aber ben b^rei diagonalen eine« 93ieretfe 
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ül6 €0iicentttf(^eti 2)ur<^meffetn htf^xMtn tcetbttif 
iiify iebeemal fd^netben, »eld^e Sage auc^ immer ba^ 
gemeinfc^aftltd^e Sentrum ber J^atbirun^ I^a6en ma^ 
9Ran bfioeifet fd^Ueßltc^ nod^ leicht, baß bte bel^anbelte gc^ 
metnfc|Hift(t(^e @et^ne auf bemienigen JgHiupttretfe fenfrec^t ft^t, 
toüöitt bnxdf bie concenttifc^en fDlitten ^r btei £)iagDnaIen ge^t 
Sufa^ SBeim btei streife tiic^t gerobe übet bm brei S)tagD$ 
naien eineö Sterecfe, fonbern über brei »tDfurlic^ anberen 
concentrifd^ ^Mrten J)urC^me(ferÄ kfd^rieöen »erbetir fo ftnb 
P — Qao, Q— R=so unb P — R = o wieber bie &UU 
c^ungett an bie brei (reellen ober ibealen) ^urd^fd^nittöfel^nen 
ber brei i^aarweife genommenen Greife, unb ba bit brttte 
©leic^ung gefunben toirb, wenn man bit Reiben erften abbtrt, 
fo fcl^neiben ftc^ biefe brei Jg)aupttreife, wie in ber ^lani? 
metrie bie brei £)ur(^fc|^nitt^fel^nen, jebe6mal tn einem fünfte 
<a^efel^n oon feinem ©egenpunfte.) 
9lnmertung. S)er planimetrifd^e &a$, ba^ ftd^ bie brei Greife 
jwetmal in Ginem ^mtte fc^neiben, meiere uter ben 
brei S)tagDnaIen eineö ebenen 93ierecfö, afe £|urc^meffem, 
kfc^rieben werben, ift fc^on fel^r kmertenöwerti^ unb mir 
von bem J^errn S^obenmiller l^ierfelbfl, ber il^ngefunben 
f)at, mänblic^ mitgetl^eilt worbem @^ ftnbet ftd^ in ben mir 
befannten, oom Greife |»anbe(nben, äBerfen ntc^t. 

§. 121. 

Der 93eg¥ifF ber centrtfd^en ^^l^eihmg unb in^befcnbere ^aU 
]birung finbet noc^ eine auögebel^ntere ^nwenbung bei ben «Kegeln 
fcbnitten. SBenn 

bie ©leic^ung an einen fpl^drifc^en ^egelfc^nitt unb V ber Slnfangd^ 
puntt ber ßoorbinaten i(t, fo fann 

yB=(y — u) + u unbi=(x — t) + t 

in jener @)leic^ung fubflituirt werben, woburc^ {te ädergel^t in: 

A (y-.u)2+2B(y — u) (x _ t) + C(x — 1)^+ 2D'(y — u) 

wenn wir jur ^Bfbfurjung fe^en: 

D'=:D + Bl + Au, 

E'=E+Ba + Ct 

unb G' = Au "+ 2Btu 4- 2Dii + 2Et + G. 

SBirb nun bet ^unft (t, u), welcher R genannt werben mag, 
fo kflttmmf, ba^ D'=o unb E'=o ifl, fo jie^t man aud btn 
©leid^ungen D + Bt -h Au=a o unb £ + Ba 4- Ct=o bie Slu^brücfe: 
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AE— BD ^ CD--BE 

'"^ b^3:ac""^^^"bF^::ac' 

ttttb bet qjunft.R ift bann ber ^ol einet? «Polaren, welche jugfei^ 
feie Satbtnale beö 6ootbinateni®9flemö tfr Sterben biefe 3lu6brudfe 
in bem für G' fubflituitt, fo finbet man junÄd^jl : 

G'5=Du + Et + G, 

'. r^ AE2-2BDE + CD«+G(B»-^AC) 

unb bann Wetter: G = ^g_^^ : — t • , 

S)te ©leic^ttng an be» ^gelfd^nttt oter jtel^t f[(^ ^iemw^ jü* 
fammen auf: 

. A(y— u)2 4-2B(y— u) (x— t) + C(x— Q^+G'«©. 

fielen tüir nun burd^ ben ^unft R ober (t/u) eine mUtml^ 
(gel^ne LL' unb fe^en wir ben ©nbpunft L berfelben = (a, b) , 
ben enbpunR L' eten fo « (a', b'), fo ift bte ©leicj^ung an eine 

fcJc^e Selber • 

y — a=k(x— i), 
itnb wirb f!e mit ikt ^teit^iriig an bie (Suroe t?er6uttbeti, fD erl^dlt man : 

J£)ierau^ akr folgt auf ber ©feile : * 

a+a' , b + b' 

t=-^nnba=-j"' 
weld^en SBertJ^ auc^ \ b, 1^., weld^e SHid&tung aud^ \ivt Seltne LU 
l^aben mag, unb biefen gormein gemäß i(l ber ^utt?t'(t, n)oberR 
Vit <ix\t V t>efttmmte centrifd^e ?OTttte affer burdj) R gel^enben ®el)* 
Item ©iefe flnb efcen befwegen centrifd^e 3)ur(^meffer, unb R 
ifl ber centrif^e ^ittelpunftbe^ «Kegelfd^mtti» fftr \i<A Gen* 
trum V ber J^alHnmg^ 

2)iefer centrifc^e SÄittelpunft R akr fdfft im Stffgcmemen mit 
einem ber brei abfoluten ^Ätttelpunfte be6 ^egelf#nttt6 nic^t ju 
fammen, unb dnbert wegen feiner ?ltl&dugigfeit oom fünfte V mit 
il^m jugleic^ feine Sage, xm ti> aud^ ki bem ))orI;in betrachteten 
centrifc^n Äreife ber S^ff war. S(kr ber Unterf4)ieb ftnbet ^iaXi^ 
baß ber ^unft R nun nid^t, wie beim centrifd^en Greift, jebeömal 
in ber Keinen 2(re be^ Äegelfd^nitt^ fic^ beflnbet* 

3ufa^. \^(xxi überfiel balb, baß, wenn ber ^\xXi V in ber 
großen ^re angenommen wirb, nxii ba^ Soorbinaten«i@9^em 
recfytwinfelig ift <K\vi} bie ©leic^ung an W ßuvoe eine ein^ 
fac^re Oeflalt erl^dlt, n4mlic^: 



t 
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& 122. 

Wiit kfd^nefien biefett V^fd^nitt mit ber tlnterfuc^uttg btt 
Ort^curve für bie centrifd^en ^ittelpunfte K aller fp^rtfc^n Stt^ 
gelfd^ntfte^ tve((|)e btm^ vict gegebene ^itnfte gefd^rieben toerben 
f5nnen* Z)abet nehmen xtit baffelbe Soorbinoten « Softem unb 
btefelbe SBejetc^ttung, »ie im $• 62 unb §« 63^ n^o ben^tefen würbe, 
bai bit Ott^cnrn ber nnibten ^{ittelptmfte biefer ^egetfcbnitte eine 
£tnie ber britten Orbmmg fe^. £)te ©leid^ung an einen burc^ iic vier 
^nfte M, m; N, M' in Fig» iO befc^rtebenen ^egelfd^nttt i(l bann : 

Aj«+ 2Bxy + Cx^+ 2Dy + 2Ex + G= o, 
tvorin A-aa', C«bb\ D=-aa'(^±^), E=-.bb'(^^\ 

Gsaa\ bb; nnb ber (Soefftctent B oOein nnbefHmmt ^. 2)a nun 
ber centrifd^ m$ V ju befKmmenbe SRittelpuntt & ober C^ u) ge« 
funben mirb au4 ben 6)Iet(^ngen 

D4.Bt+ Aa«o unb E + Bu + Ct«o, 

fo »irb man <a\^ biefen B eliminiren, »oburc^ man oü @Iet(bung 
an Ht Ortöcurpe be^ 9unfte6 R ftnbet: 

Au*— Ct^+Da— Et=o, 
cber aucb: aa\u*— bbM^-aa'(5^) u + bb' (^'Y^o. 

Diefe ©leic^ung gebort ioieber einem Aegelfd^nitte an unb Idßt ftcb 
avKfy unter folgenbe ^orm bringen: 

@anj eben fo, »ie in ber Planimetrie^ ftnbet man nun, baf bie 
Guroe burcb bie folgenben neun ^ntte gel^t: 

L burd^ bm ?lnfang6punft V (t=o, u=o), 

2. bnrd^ bie centrifc^ ^ittt oon «N'^t^o, a= — ~^)' 

5. burcb bie centrifc^e SRitte oon MM'^t« -"Y"f u=o h 
4- bunb bie centrifd^e SRitte wn MNU== ^, ^'"i" )' 

6. burc^ bk centrifc^e ^itt^ oonM'K'A = i\ a « ^V 

6« burd^ bie centrifd^e SJlitte btt JXagonaleMN' A = |i ^ "* r )' 



7 
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8. burc^feenCwrc^fc^mtföpunftübetkfbenStaaonalenNM'unbN'M 

aa'(b— b') bb'(a — a') 

^^ t= ab-aV ' ""^ ab-a'b' ' 

9. burc^ ben £)ut(^f(l^nttt^punft W bev Reiben anberen ®egenfeiten 

MN unb M'M' beö 93terec(6, ndmltc^: 

aa-(b--^b) ^ bb-(a-aO 

ab'— a'b ' ab'— a'b 

§• 123. 

SBerben bte centvifd^n SRttten a unb /$ btt Uiben (S^genfetten 

(b 4- b'\ 
o, -— — ) unb 

fi = /^Ül , o j ; bal^ i(l bie centtifc^e SÄitte »on «/? JefKmmt burc^: 

a + a' b+V 

4 ' 4 

SCBerben bte centrifc^n SÄitteti »on MN unb M'N' burd^ ;^ 

rettonben, fo ijl: y= Q,i -J unb *»= 0' o J ^ ^^^ ^^^^^ ^^' 

^ a + a' . b + b' 

t= -— — unb u= — - — • 

4 4 

SBerben bte centrtfd^en bitten b^ betben T^kgomlm btirc^ 
dB »ettunben, fo ijl: ^=(|# -) mbB^f^t - j; alfo tflt bie cen^ 
tnf(^ 9}lttte von <« Beflimmt butd^: 

a 4- a' ^ b + b' 

tss — - — unb u= — - — . 

4 4 

2)a^et fc^neiben ft(|^ bie brei Sinien aß, yri unb de in 
einem ^untte S, woi^on biefe btei Sinien felbft cen^ 
ttifc^ au^ y ^albitt totxben. 

2Benn man fetner au€ bet? ©leid^ung Au*— Ct*+Da— Et=o 
on bie Ort^uri^e be^ ^unfted R bie ^xen^Soorbinaten beö centri^ 
fielen ^ittetpunfteö entwicfelt, fo ftnbet man biefen ^itttlpmtt 

hilimmtbutd^: ir^^^^TT')' ""^ ^^ '<* ^'f<> ^^^ f^ ^^^« 

gefunbene S)ttr(^f(l^nitt6pttnFt S jugleid^ ber centrifc^e 
3RitteIpuntt bet Ott«cnxr>z bu ^unttu R. 
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9$ tpor nttr'btr gti^tTtn ^nfac^Mt tvegen bad gemetitfc^ft^ 
Ii(!^ (Jenttiittt aUet centrlfc^en S^eflunfieti in einem btt t)nri^ 
id^nimpuntte bet ®egenfetten beö 93ierecf^ MM'N'JV felbil ange« 
nommen werben. SBenn »tr abeY btefem Sentrum eine wiütüxlit!^ 
Anbete @teDe geften, fo et^It ber ^nft R eine anbere £age ; äffe 
centrtfc^en |>albirungöpunfte ftnb bann tm ungemeinen mfc^ieben 
9on ben vorigen; abtt n^ie fic^ aud^ bie Sage aQer biefer ^ntte 
dnbem möge, fo ftnben »it gletc^wol^I immer »ieber baffeKe 
@efe0 be^ Sufammen^ange^* 

^M btefen wenigen SBeifpieten, bie wir nod^ onfel^nnc^ irer^ 
meieren fönnten, wirb 3eber bie au^erorbenttit^e §ruc^t(arfett be^ 
93egrifeö ber centrifd^n Sbeilung jnr ®en&ge abnehmen, unb in 
ben @runb(el^n biefer Zfytüuni bca einfail^e SSJtiUel ber mtolio^ 
tifd^en @p^rit ernennen, ya aOgemeinen planimetrifcf^en &ä^n 
fogleic^ bie analogen fm bie Sp^drif ju jlnben, fat(6 eine fofc^ 
Uebertragung möglich ift, ol^ne ju ber ^rojection ber ebenen Son^ 
fhmction auf bie ^gelfldc^e gezwungen }U fepn, welche ber cott^ 
flruirenben Geometrie iu(le^t 
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1. 

SBenn ein ®9flem jweier Jg)auptfre{fe VA mb VB (Fig. 30) 
»on einem @9jleme iweier anbeten J^miptfteife WB unb Wb in 
ben vier fünften A, B, a, b gefd^nitten wirb, fo ftnben bie treiben 
folgenben ^ropottionen &atti 1 

sin WA sin Aa sin Bb 
sin WB siD Ya * sin Vb 
sin Wa sin Aa sin Bb 
sin Wb'~ sin VA* sin VB* 

-^ . -. .r . ^ . « ,T« ./, 51** Vb sin a 

£)a ndmhd^ tm ©mecre Vba tfl: ^.^ y^ = ■; — r# mid^ imS)mecfe 

WBb ifl: 

sin Bb sin W 

sin WB sin b 
c . 1^ . - «TA .« "o Aa sin W . ^ ^ 

unb im 2)mecfe WAa i(l: . xä7a °=^ "- ' fr frfet miö ben 

sin WA . sin a * ' ^ 

Reiben legten Proportionen: 

sin Bb sin Aa sin a 



I 



sin WB * sin WA sin b 
c ^ »A #i. «>"* Vb sin Bb sin Aa , 

unb e6 tft aifo : ~. — rr- = . .^,p : . ,^, ■ , ober au* : 

' sm Va sin WB sin WA ' ^ 

sin WA sin Aa sin Bb 
sin WB sin Va * sin Vb 

- ?luf tUn fo einfache 2Beife fann bie jweite Proportion kwiefen 
tt^erben, n^oburd^ im ©runbe biefet^e metrifc^e SBejiel^ung ou^brudf t 

»üb. 2Be«« umäm W« ^opottion Ül^^ij^; «J^ 

° ^ ^ ' Sin WB sin Va sm Vb 

iefriebigt tft fo folgt baraud, ba^ bie brei fünfte W, a, b einem 
unb bemfelben ^auptfreife angel^ören^ 

^n6 ben aufgefleOten (etben Proportionen folgt nod^ mt btitt^ 

sin WA sin Wa sin VA sin Va 
sin WB • sin Wb** sUTVB ' sin Vb * 

o 

SCBenn bie kiben J^auptfreife WB nnb Wb fo gelegt werben, baß 

«in Aa sin Bb 
sin Va sin Vb 
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. ^ ^ . ^ .sin WA »in Aa sin Bb . 

ift fo fcrat aM Der .^roportton -^-^^ t^-vJ : -^y^ ouf 
ber SteOc^ ba$ sin WA^sin WB ober alfo 

WA + WB=ii80" 

ift utib ^fetbuw^ i(l bie ßage be« fünfte« W im J^aitptfreife AB 
beflimmt S)ie fo eben er^attene ^^tmel Idßt {tc^ nod^ einfacher 
barfledeti, ivenn man AB burc^ bm ^mtt C ^albitt ; mil ndtnlic^ 

WA 4- WB 

bann WC == -I— Z {jj^ fo finbet man: WC==90'- 

2Benn umflefel^tt WC = 90* unb C bte SRitte i>on AB tft fo 
gilt bie einfache Proportion: 

sin Aa sin Bb 
sin Va sin Yb 

Sil olfo, j.2J^ a bte.SRitte oon VA, fo i|l auc^.b bieSRttte oonVB. 

3. 

S)ie vorigen @d^e toenben mr an bei ber Jg^erleitung eine^ 
Sl^eoremd, ml^ alö ein ^unbomentalfa^ fftr bte Ce^re oon ber 
gjerwanblung unb SS:^eiIung ber fpl&arifc^en giguren mittelft ber 
Conthttction anjufel^ett ifl. J)iefed SS:^eorem würbe auf andlijtifd^m 
5Bege oon bem aSerfafier gefunben, unb i(b t^eile l&ier einen ele? 
mentaren SJeweid beflelben mit in Ermangelung eine6 no4> ein« 
fa(^en; benn ed fttU ju »ünfd^en, ba$ biefer btn Elementen ber 
®eometrie ober ©p^drit juge^örige Sa^ in möglid&fler ©infac^l^eit 
bargefFettt werbe, unb beßi^alb ubergel^e ic^ oucb l^ier bie analJjtifc^e 
J^erleitung bejfelben, woburc^ ic^ i^n fanb* Sr lanttt wie folgt: 
,,2Benn man bie brei ©eiten eineö Sreiedf^ ABC in Fig. 39 burc^. 
bie 5punfte D, F, G l^albirt, unb burc^ jwei berfelben G unb F ^in 
^auptfrei^ GFK gelegt wirb, wooon bie britte (Btiu bed 2)reierfd 
in K gefd^nitten wirb; barauf ein re4>twinf elige^ Dreiedf KQRcons 
fhuirt wirb, beffen eine Ratf^ttt KQ gleich DB ober DA ifl : fo ifl 
feine ^ppotenufe KR = FG unb feine anbere ^atl^ete QR ba^ 
l^albe OTaß für ben gldc^cntnl>att beö Dreierfö ABC' 

a5ejei4)net man ben SRabiu^ ber Äugel mit g, bie Sßtnfel bed 
©reiedfd mit A, B, C unb i^re Oegenfeiten mit a, b, c, ferner ben 
Sn^t be^ ©reiedfö mit s . q\ fo ifl betanntlic^: s= A +B + C— w. 
C^ ijl bie ßttbolp^ifc^e Sa^O 

a ^ • r^ 

sin - . sin - »m G 

gerner i|l: sin i $= L- unb 

2 ^ 

cos - 

2 
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A b . a . b 

cos --CO» - + SIQ - giD - cos C 

cosis« 2 ^ 2 2 

2 c ' 

co9 - 
2 

woraus ttoc^ folgt: tng t s « ^'° ^ , 

^ ' * » ^ b , _ 

cot -cot - + cos C 
2 2 

©tefe Idnafl tefönnten gormern führen an« Mb jtttn Stef^ «nb 
e« iflt je^ nötl^ig, We «dn^e »o« GF, tote au(^ We ©töfie t)e« 
SBinfete K trigonometrifc^ ju kflimmen. 

S)a cos GF=cos CG. cos CF+sinCG.sin CF.cos C {ft, ft 

1^ man junAc^fl : 

cos GF= cos ^ cos - + sin i sin - cos C, unb alfo et«fa(^: 

C J 

cos FG = cos — • cos - ♦ 

2 2 

getnet i(l im 2)retecfe KBF nod^: 

cot K= ^<^* ^^ ^ sin BR ^ c os BK . cos KBF ^ 

" sin KBF ' ^^^^ • 

a c c 

cot- . cos - 4- «in - cos B 

co'^= g.^g i itnn u i(l DK = go** 

(nac^ 5?ro« 2)* 

a 



(cot — cot — hcosB'v 
' — r-4 ) 
sin B y 



ober 



cot K ■« sm- - • cot - 8. 

2 2 



SBitb nun alfo KQ= — - = |. atgefd^nitten «nb b«^ an Q 
tecbtttinfetifle Dtderf RQK confhruitt, fo i|l tefanntlicl^: tngQR= 

C 4 4 

tDgK.sIn-, unbalfo: tngQR=tng— s ober QR=~s, 

2 " ° 2 2 

Um nun nod^ ju beweifen, baß bie ^^potenufe KR=GP 
ift bebenfc man, baß cos RRssscos RQ . cos QR unb alfo 

cos KR=zcos - • cos - tfl; benn ^<x auc^ cosGF=cos -.cos - 

ift fo folflt auf ber ©teffe: GF«KR. 

10 
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SBenn aUt im (Stn^ande baju bte folgenbe SSeJ^otiptung 
mt^gefprocf^en tcitb: „bte tunfHid^en Vtiöbrucfe, toelc^e fün 
ben 9tabiu^ be^ genannten Ort^freife^ tmb juv 93efltmmung 
bet Sage feinet ^ittelpuntte^ gefunben n>etben, ftnb nid}t 
geeignet, bk eigenttti^e ßage be6 Äteifeö leicht ju ernennen 
ju ge^en, noc^ n^eniger, benfel^en banad^ leii^t confttutren 
ju Knnen,^ fo fd^eint mir t;terin ein äJomutf gegen bte 
analptifc^e ®eomettie ju fiegen, »elc^er, »ie man fte^ ^^- 
gegriinbet »dte, ba im Sotl^etgeI;enben nic^t nur ber Slabiu^r 
fonbem ouc^ bk ßage beö 9ÄttteIpunfteö be^ Äreife^ auf bie 
einfad^fle ®eife fcefltmmt »orben ffnb unb alfo eine grage 
beantwortet ift »elc^e in ber citirten 2(0^anblung fettfl nic^t 
in aller (Sinfac^l^eit geI5fet tvorben ifl. 

5. 

Um nun noc^ beutltc^ ju machen, bap btird^ ben in 9trD. 5 
ten?(efenen ©a^ ba^ me^rgebac^te £ereIlY"cf)e 2l^eoretn in tttca ükr^ 
Püffig geworben ijl, legen wir bie Sluflßfung ber beiben wic^tigflen 
S(ufga6en oor, worauf eö bei ber rein geometrifc^en Serwanblung 
fpl^drifc^ giguren anfommt. 

(jd ifl (Fig. 40) ein ©reiedf ABC gegeben; man fott üUt 
feiner QJrunblinie AB ein tUn fo großem anbereö S)reiecf confltui* 
ren, ba6 an jener ©runblinie einen gegebenen SBinfel ABC entl^dlt* 
^an l^alWre bie (Seiten AC unb BC burd^ ben ^aupU 
freiö ¥G, woDon AG' in G' gefd^nitten werben mag, unb mac^e 
G'G'«=G'A', fo ifl BAC bat» »erlangte £)reiedf. 

Slußerbem i|l and) noc^ nad) 5?ro. 2 unb 3 offenbar Br=FC' 
unb GG' sss ff; wenn ber ©urd^fc^nitt^punf t oon FG unb BC' mit 
F' tejeic^net wirb* 

SSJlan l^dtte and) FF=GG' mad^en fonnen, nnb bie biird) G' 
unb F gelegten ^auptfreife AG' unb BF würben ftd^ bann in C 
fo gefc^nitten l^aben, ba^ ABC ba^ »erlangte £)reiecf wöre. 

Sie jweite 3(ufgabe ifl bie folgenbe: @ö ijl ein ©reiedf ABC 
gegeben unb man foK ein jweiteö A'CB' fo conflruiren (Flg. 41), 
ba|l eö mit bem vorigen ben SBinfel C gemein, ober (latt ber ©eite 
CB bk ©eite CB' i^abe* 

9Kan l^albire BB' unb BA burd^ ben ^ouprtreiö FG, wo»on 
CA in F gefc^nitten werben mag, unb mad&e FA'=: FA, fo ifl CB'A' 
ba^gefltd^te i)nkct. 

Sluferbem ifl noc^ B'G' = G'A' unb FG=FG'. 
Sie Slnwenbung be6 ßereUTd&en ©af^e6 gibt feine fo einfädle 
Shiflofung ber beiben vorgelegten ?lufgaben (wk an^ ber citirten 
Slb^nblung bee JE)errn ©teiner ju erfei^etfi ifl), unb bk l^ter ange* 
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geUxit ^viflifnm ^<^i ^^ i^"^ ^^^ SSorjug, baf fk für bie Jtu» 
getffdc^e unb &te @6ene judletd^ gt(t, toenn nut {;ier gerade Sinien 
'flatt bet ^aiiptfteife genommen »erbem 

5Bitt man enblic^ fpl^dttfc^e ©retecfe t feilen, fo Ment betr 
in 9?ro. 3 tet»tefene Sa^ ebenfalfö ate ©runblage bet Sluflöfung, ba 
il^m gemdß baö 9Jfaß füt'^ben l^al&en Snl^dt be^ Dreiecfö leicht 
conjlrutrt unb bernndc^jl get^eiK »erben fann. 

6. 

S)ie im §. 12 unb §• 15 Be^anbelte Slufgate fann auc^ um 
SSteleö einfacher aufgelöfet werben, wie folgt Q^ fe^ Q (t, u) ba$ 
fpl^drifc^e Zentrum beö gegebenen ^aupttnift^, itif^ri QJlei^ung 
ait + by + c=o gegeben ift mb man l^ot ba^er: 

a — b cos V ^ b — a cos v 

t= . g - unb u « r— r- . 

c sin v* sia*v* 

?fuf biefen ^auptfretd foK oom gegebenen fünfte P ober 
(ta, n) ein 2ort; gefdttt »erben, »ooon er im ^xmttt F getroffen 
»erben mag. 3kf)t man PQ, fo fte^t PQ fd)on fenfired^t auf bem 
gegebenen ^auptfreife, unb eö ijl: QP + PF« 90*, ober alfo: 

QP + r = 90*; unb alfo: sia r = cos QP. 

Q6 i{l nun aber nac^ §« 6: 

^^ 14-m(t+ucosv) + n(u+t cosv) 

cos FQ = ■ -: ' 

Ai + ^*+ ii^+ 2tu cos v)V(H-m«4-u2+2mn cos v)' 
a b 

unb: t+u cos v=: - ; u + tcosv=: - ; fetner ift auc^: 

^^. .*^i iin* ^ V^Ca'^+b^+c* sin v«—2ab cosv) 
/(i 4.t^J.tt*+ 2tucosv)=^^^ — i : ^; 

^ * c sm V ' 

unb »erben biefe 2Bert^e fub(lituirt, fo l&at man auf ber ©teile : 

^Tfc (™^ 4- nb + c) sin v 
sm r = cos QP =-—• — _ 

V^(l+in*4-n2+2mn co»v)./'(a^4-b2+cMn v* 

— 2ab cos y). 

Serner ijl bie gefu(^te Oleid^ung an b(xi> ^Perpenbifel : 

y — n==- (x— m), 

unb. »erben l^terin für t «nb u bie oorflel^enben SBertl^e ebenfalls 
fub|tituirt, fo %oX man bxt Oleic^ung: 

b — a cos V — nc sin v^ 

y-.n= ; (X — m), 

a — b cos r — mc sin v* 

wie im §. 12« 

SBenn man (Fig. 4) »on Un ^cfen eine6 ©reiedte ABC 
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tia<^. bm ®egenfeiten ober il^ren 93erldngerungen bte Kraben 
Au, Bb, Cc fo ^^it, ba^ fie fic^ in einem fünfte M fc^neiben, fo t(t: 

sin Ac iin Ba sin Cb 
sin cB sin aC sin bA. 

(St i(l n4mli(^ (nac^ ^to. i) : 

sin Bc sin cM sin Ab ^ sin Ac sin cM sin Ba 
sin BA sin GM * sin Cb sin AB sin CM ' sin Ca ' 

unb »irb bte jtpeite Proportion burdf^ bie erjle bioibirt, fo er^It 
man bk folgenbe: 

sin Ac sin Ab sin Ca 

sin Bc sin Cb sin Ba 

ml(|e mit ber jii kwetfenben gleic^^ebeutenb ift. SBenn umgefe^rt 
bie brei ?Punfte a, b, c in ben Eilten bed 2)reicdfö ABC biefer 
Proportion ©enüge leijlen, fo fd^neiben (tc^ bie ßinien Aa, Bb, Cc 
in einem fpunfte M. S)te fünfte a,b, c f^nnen auc^ in ben S3er$ 
Ungernngen ber Btltm (Ic^ (eftnben; a^er gletc^jetttg immer jkvei 
berfelben, nic^t aUt brei ober nur einer oon if}mn. — S)iefe$ 
»irb l^inreic^en jur (^rlduterung be6 am @nbe bee §. 15 gei^raucf^ 
im ©(^luffed* 

t>it oufgeflelTte Sfielation Idßt ^Ö) noc^ umformen ; benn ed i(t ; 

, sin Ac sin AC » sin ACM 

sin cB sin BC » sin BCM 

sin Ba sin AB . sin BAM 

sin Ca sin CA . sin CaM 

sin Cb sin CB . sin CBM 

^^^^^^^^^ ^_^ ♦ 

sin Ab sin AB « sin ABM 

unb werben biefe brei Proportionen multipfijirt, fo erl;dilt man auf 
ber ©teile: 

sin ACM sin BAxM sin CBM _ 
sin BCM* sin CAM ' sin ABM""^* 

SBenn umgefel^rt bie brei 52}infet A, B, C burc^ bie ßinien Aa, 
Bb, Cc biefer gormel gemäß get^eilt werben, . fo fc^neiben (Ic^ bit 
brei ßinien in einem fünfte M. 

8. 

Qi fepen AXCN, DXBM unb VNWM bie brei diagonalen 
eine^ fogenannten oottfldubigen Sierecfö (Fig. 42), fo ift na(^ 9fro.7: 

sin AF slft BC sin VD _ 
sin BF* sin VC* sin DA""** 
m .i. •/! «^ ^ *in WB sin BC sin VD 
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^ sin AF.sin WB . ._ »»^.^«r^ -r^ 

hat matt au* : -: — iT«— r— r^. «= 1, ober e^ ifl AFBW j^atmonifd^ 

^ ^ stn BF • sin vVA. 

getl^eiit. S)iefe.?Ptoportton laßt ftc^ omfomen in : sin AVF . sin \y VB 
= sin FVB . sin AVW, mb eö l^aten alfo bie mx ®«raben 
VA, \F, VB, VW eine fcld^e finge, baß jebe fünfte (»mbe 
ton tj^nen (nad^ §. 14) l^anttontf4> Qtt^ilt mxb. 33d^et finb 
EXGW, DHCW imbAXCN j^amonifc^ ittf)dlt ©in ©leic^e^ gflt 
Olfo md) von VDEA, VHXF, VCGB unb DXBM. ed>ließüc^ 
folgt auf biefetbe 5lBeife auc^ noc§, ba^ VNWM ^^armcntfc^ gc= 
t|>eüt i(l* Sluf btefem SBege fann man inele jum S()eil fe|)t! jus 
fammengefe^te Sl^eoreme teweifen; (le machen aUt einen Sl^eil 
ber ©p^drif au^, mieten man ii)ret anaf9tifc(;en £)at(leüun3 
e^et tjorauöfc^idfen, afö eini^crlei&en mußte, unb ber jujar in einem 
bie (Bpl)änt Ü6erf;aupt fcetreffenben SBerfe ben gel^oriäen 5pia^* pn* 
bm würbe, ^ier aber eben beßwegen nic^t in größerer Sluöfü^rung 
fc^icflic^er SBetfe bel;anbe[t werben (ann. 

9« 

dv 

Die im §• 51 l^ergeleitete gormel tng ^ =» sin '^ . -^ 

dt 
laßt (lc& noc^ einfacher ani btt gormel ing x = cos u . ^ 

im §.24 l&erleiten; benn e^ i(l offenbar: x -h q> = 180^, ferner: 
t =r V 4- const unb e 4- u SS 90 **. £)al>er i(l benn : tng z = — ing <p, 

cos a = sin g, 3t = 3v unb 9u=s — 3^. 

2)ie ©utjlitution bicfet SBJert^ ^ibt auf ber ©tette bie gor* 
mel: tnga> =sm ä • ^r- • 

dg 

gerner gel^t bk gormel 3s ai|/'(3u2+cos u*.3tO im §• 24 
für baö ©ifferenjiöl beö 95ogend burc^ bie angegebenen tgubftitus 
tionen über in: ös=v^O^* + sin (.* d^^), welt^e gormel mit ber 
im §• 31 für 3s ^ergeleiteten^ übereinflimmt. 

Offenbar lä^t ftc^ auf biefe SSJeife aud^ ber 3«fömmen^ang 
jwifd[)en ben rerfc^iebenen gormein für bent Ärümmungö(^albmeffer 
leicht herleiten. 

10* 

5m §. 42 wutben für bie Üuabratur ber (5i)Woibe jwei i^ülf^^ 
winfel a unb tp angewanbt^ welche ^ier geometrifc^ nac^gewiefen 
werben foffen, unb ^ir wcfcbe bte gormein 

V^(sin z.siii 2r — sin £') 

tng.y= r« : $ 

sin r — sin z.cos r 

l/sin z ^ 

sm a s=s (/ -: 

sin 2r 
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oufgeflent teoren. ferner tcat nac^ §• S9: ün v=$m r »cos r(i— cm 9} 

««in 2r.sin -- 9», ttttb ölfp: sin — 9 «sL/!lH.;^a6ertilbenfi: 

2 2 ^ «in 2r' ^^ 

«« r ^^f ttnb alfc a bie Jj^dlfte be« SBinfel^ MCN in Fig. 7. 

SBad nun ben mntü ^ htttifft, fo f{nbet man oo^ ber o^iflen 
gormel leicht bte folgenbe: 

sin r— cos r «sin s 



sin r • cos s 



9hm iit äbttmT>mtd CMYaud^ : cosCMY» 



cosCY — co8CM.cosYM 



sin CM «sin 1t M 

ober, »eit CY « go** — r, CM = r, YM = 90" — * ift: 

, unb t6 {ft alfo ber ^ülf6mntd 



_ ^^ sin r — cos r sin z 
cos CMY =s . 

sin r « cos z 

y betreibe mit bem SBtntel CMY. 

Äu^ bet gormel sin - 9 = y^, — folat : cos 9 = [/!l!LIZIilli^ 

2 sin2r ° 2 sin2i- 

„^c ^ .- y- . 2/(sin 2r«sin z — sin z^) 

unb e6 tflt alfo: sm a>« JLl ^ , vbtt rucf^ 

' ^ sin 2r 

»drtö: v^(sin 2r.sin z — sin z*) = sin r , cos r.sin 9. !S>0!f)tt 

retwanbcft ftc^ benn hk affgemeine gotmel für bm Sn^alt f im 
§• 42 in biejolgenbe: 

f==^ — fp cos r' — sin r^.cos r.sin 9. 

$^ur bte aSerec^nung beö SBinteU V" ftnbet man aud^ noc^ bte 
einfacheren Formeln: 

(r4--I . cos-, sin fr ] 
2/ . 1 ,/ 2 V 2 7 
-unb cos - v/=l/ ^ ^ ' 

2 '^ cos z.sin r 



Sin — . cos 
»in y==j/ 



cos z • sin r 



alfo: tng-- v^=:|/ 



('+0 



cos I r + 



sin fr 1 



. tng - z 



unb ben Bufammenl^ang {wifd^en y* unb 9 btnät aU bte S^^rmel: 

cos r .sin 9 



sin yß 



cos z 
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lieber em neue§ £oorl>inatem®i)flem Ut 

analt)tifd)en ©jJl^drit 

3ii Ux etfleti 8fl>l^atibluttg : „U^iet m tttixU Qot>tbinattn^ 
®9ftem^ im fünften 95anbe bed Sonrnafeö für bie reine unb an« 
Qttoanit^ SÄatl^ematif tl^eift ber i^etr ^rofefibr ^lücfer bieSbee 
eined neuen 6oorbinaten::@)^{lemö mit, n^elc^e jkoar jundc^fl nur bie 
analptifc^e Planimetrie Ibetrifft, aber offenbar md^ IeidS)t in bk 
Stereometrie übertragen »werben fann, n^eun man nur itatt be^ 
(ebenen) ßoorbinatensSreiecf ö. eine Soorbinaten*?|)9ramibe fubfKtuirt, 
tooju mait bann bie breifantige n^dl^Ien n^trb. 

Slber aud^ für bk anal^tifd^e ©pl^drif Wßt fid^ oon jener Sbee 
93ort^eiI jie^en, unb im Slacl^folgenben wirb il^re Sluöfül^rung in 
Mx^t mitgetl^eilt werben, wobei bem anfdnglidS^en @nmbfa^e für 
bxt hp^ätit gemdfl bie ^nwenbung ber abfolut^geraben £inien oeöig 
auegefc^toffen i% 

iOlan fann bxt Sage eine^ ^mtM M ber ÄugeffTdc^^e beflimmeur 
inbem man oon il&m auf bie ©eiten eine^ 2)reiedfe ABC (Fig. 43) 
bie ?Perpenbifel MP = p, MQ = q unb MR = r fdlft unb bk 
aJer^ltnifle 

sin Q ^ sin r 
x= -: — ^ unb y= -: 

sm p sin p 

bilbet; benn bnx^ bat erfle SSerbdltniß i(l bie SRic^tung ber ßfnie 
AM unb burc^ bat jweite bie Slicbtimg ber Cinie BM beflimmt, 
unb ber Durc^fc^nitt^punf t beiber ifl ber ^mtt M felbfr ^an tarn 
nod^ ein btüM 93erl^&(tnif 

sin r 

z= -: 

sin q 

jur SSeftimmung ber Sticbtung ber Oeraben CM l^injufugen ; aber 
ber aSertb biefed aSerbdltnifieö i|l fc^on burc^ bk beiben oorigen 
bejlimmt; benn man l^at: 

X 

Ueberbaupt ftnbet man alfo, wenn jwei oon ben brei 93erb<Xlts 
niffen x, y, z ^t^tben jtnb, barauö immer fc^on bie ®r6ße bed btittm. 

9Ran l^at ofenbar auc^: 

sin MAC sin MBC ■: »in MCB 

X — : — __ , V = . unb z = • 

sin MAB ' ^ sin MBA sin MCA 

S)a6 2>rjeiedf ABC l^eipe bat SoorbinatensS)reiec(; 
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bte. (3tb$tn x, 7, z ^etpeit bai erfli» ta$ iweite, ba$ 
brüte Soorbtnaten^ 93erM(tntf. 

Die ®letcbunc| x=« ijl bie (Sletc^iutg einer @erüben AM, 
loelc^ pon ber er(len doorbinaten^^cfe aud dejogen tfl, unb 
eben ft gel^5rt x«— o mit einer ©eraben M'M" jufammen, 
mld)z an<Sf burcb bie er(le Coorbinaten^dPe ge^t, ober jb gejo^ 
flen i|l, baß ton ben vier @eraben AB> AM, AC, AM' jebe fünfte 
l^armontfc^ get(>ei(t mirb, ober baf jene pier geraben ßinien 
^armonttalen ftnb. 

Z)ie ®(ei(^nng xs+i gehört ber (Seraben AM ju, 
wenn fie ben 2Binfel BAC ^albirt, nnb x«— i gebort 
ber ®eraben AM' ju, wenn fie ben 9Iebenwinte( oon 
BAC ^albirt. 

Sine dl^nlic^e S9ewanbtntß ^at e6 mit btn @(ei(^unc(cn yc=^ 
unb z = / in J^inficbt auf bie beiben anberen Soorbinaten-i^rfen. 

©oH aber burc^ biefe brei ©(eid^ungen xs=a, y=^ß unb «=/ 
nur ein ^unft M ber £afle nac^ bejlimmt werben, fo l^at man bit 
Sebingungegleic^unfl : ^ 

ß 

a 

•Sitt beutlic^eren Äenntnifi ber neuen goorbiiiaten^^Wetl^obe ifl 
e^ gut, ben Suföinmenf^ang mit ber frül;eren SKetl^obe niicf>juweifen, 
unb bie (5oorbinaten::23erl;a(tnijTe x unb y eine<5 ^unfte^ M bur^^ 
bie trigonometrifc^en Sangenten ber Slren^ßoorbinaten eben biefe^ 
^uttfteö M ober (t, u) auöjubrüdfen, wobei reit CA unb CB j« 
6oorbinatens2lren unb G jum SInfangdpunfte nel^^mem 

'Sejeic^nen wir bie 5lBinfeI beö 3)reierf6 ABC mit A, B, C 
unb il^re @egenfeiten mit a, h, c, fo i(l nac^ §. 8 bie ®(ei(bung an AB : 

t . cot b -J- u cot a = i, 

Ober, wenn wir für einen 21ugenblicf fe^cn Ing b = m unb tng a=ii : 

nt -f- mu — mn = o, 

gdffen wir nun oon M ba6 2otf) MP=p auf AB unb noc^ 
oon C ein 2otf) «= n auf AB, fo ijl nac^ §. 13 : 

(mn — nt — mu) . sin C 

5IP D aas ■' ' ' , , , , „ ■-< 

iTri + t^-f u2 4.2ta cosC)./(n* — 2ran cosC + m«' 

+ m*n*8in C«) 

- . mn , sin C 

unb sin jr5= ■ — — . r 

V^(n* — 2iijn cos C + m*+«^^o* sin G*) 

t u 

i-: 

^- smp m n 

alfo: * ' 



sin ff - •'(i + t«4.u«+ 2tu cosC) 
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X)a abtt au(^ «>» n.*\n c salin a.tin b.sia C tjl, fo ^dt man: 

sin a.sin h.sin C m q 

sinpn* 



sin c v^(l + t^ + u« + 2tu cos C) 

<5ten fo ftnbet man für bu ipetpenbifel MQ « q unb MR = r 
^te %[u6brttcfe: 

u sin C 

sin q«= — ■ ■ - «1 j 

^ t/^(l4 t2+u2 4 2tucos C) 

t sin C ' 

sin rs=— ~- — ~, i — --. I 

y^(i ^V+ u2+ 2lu cos C) 

.. c sin q ^ sin r .^ _ ^ . 

unb ba x^ -. — - imb y= -: — ift, fo finbet man: 

^ sin p •' Sin p 

u sin c 



sin a sin L| i 1 



t sin c 



sin a sin b( i — ] 

\^ m nj 

V t 

worauf ttoc^ folgt : z = ^ = ~ . SBevben für m unb n bie SBert^e 

XU 

fnb^ittxitt, fo er^dlt man: 

. u . sin c 
siu a sin b — t sin a cos b — u sin b cos a 

t , sin c 
sin a sin b — t sin a cos b — u sin b cos a 

SBid^tiger noc^ werben btcfe gormeln für unferen 3»^^/ ^^n« 
n>ir fte umfe^ren, woburcl^ wir erl^alten: 

y . sin a »sin b 



t s= 



u = 



sin c«|-x sin b cos a-^y sin a cos b 

X . sin a « siii b 
sin c -|-^ sin b cos a + j sin a cos b 



benn nun bienen biefelten baju, a\x^ einem ?lu^brttrfe> »eld^er t 
imb u tnt^&lt, biefe ®r6pen fortjufc^affen , worauf er bann bie 
GooVbinatensaSerl^Itntfle x unb y beö ^unfteö M entl^dlt 

5lm einfad^ilen werben biefe gormein, wenn a=b=cs=90* 
genommen wirb; benn bann f)at man: 

t=y unb UrsX, 

tote än^ anberweitifl erl^eOet, wenn man Uitnlt, ha^ nun au^ 
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MA mit MR, MQ mit MB unb MP mit MG ^taU Sinitn au^^ 
machen, beten jebe =90" ift* 

^af)tx ijt bte neue ^ocrbinaten^iDIef^Dbe nut eine Skraffge^ 
meinerung be^ @e(rau6ed bev Vmpittuben. 

13. 

2Iud ber allflemeinen ©leic^ung Dt + Ea = G an einen ^axtpu 
freiö im früf^eren 6ootbinaten=@9(leme Wnnen wir je^t üf^ergel^n 
ju einer Öleic^ung imfd^tn ben SoorbinatensaSer^diltnifren eineö 
^unfte6 M eben biefeö ipauptfreife^, inbem toir bie »otl^in gefun^ 
benen 2(uöbrücfe für t unb u fufcflituiren, »obnrc^ wir erf^alten : 

, y(9ina sin b«D— 8iDacosb«G)4-x(sina sIub.E — sinbcosa.G) 

5= G.sin c, 

ober: y (D— G cot b) + x(E — G cot a) BS . '^'?,^ ^ ^ 
♦' ^ sin a sm b 

£)te neue ©(eic^ung f)at alfo bie $^orm: 

t 

ober auch, wenn bte ©ert^e yos - — unb x= : — - futjtituirt 

^ '^ ^ Sin p sin p 

werben, bie gorm: 

tt.sin r^ß^sin q«|-/,sin p=o. 

©teilt alfo in Fig. 44 PMQ einen f>auptfrei6 uor unb i(l ^^^-rv>= m, 

sin C^AJi ' 
sin PBA sin MAC ^ sin MBC ^ .^ 

femer ■: — t^^tt^t^, —. — ^ttti; == * «"^ — ,,p. = y, fo tfl: 

' sin PBG ' sin MAB sin MBA '' ' ' 

x=mfur y=ounby=n für x=o. Salier M man: /J.m = — y 
unb aü = — /, unb e6 t^erwanbelt fic^ bie ©leic^ung an bU ©erabe 
PMQ baburc^ in: 

m n 

14 

S)ie aDqemeine ©teic^ung an einen i^auptfrei^r beffen fpl^d' 
rifd^eö Zentrum ber ^unft (f, u') i% ifl befanntlic^ : 

i+(t' + tt' cos C).t4-(a'+t' cos C.u =o. 

@inb nun x' unb y' bie beiben CoorbinatensSer^dltniffe eben jene^ 
SWittelpunftö, fo finbet man burc^ bie in 5?ro» 12 angegebene 
©ubflitution bie @leic^ung: 

[(x'4-y' cos C).x + (y' + x' cos C).y].8in a».sin b« 

+ 1 = 0. 
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VBirb bet 9?ettner fottgefd^affl unb temetft, baß co» c^cos a cos b 
4. sin a sin b cos G {(1, fo ftttbet man bte @{et(^ung: 

yy' sin a*.4- (xy' + yx') sin a sin b cos c + xx' sin b* 
*f (y-f-y') sin a sin c cosb+(x+x'J sin b sin c cos a-|-sinc*=o^ 

welche alfo bie folgenbe g^orm l^at: P + Qx + Ry=o; «nb für 
bie 6on jlanten «, Ä / i)at man bann bie Sluöbrücf e : 

x' sin b^4-y' sin a sin b cos c+sin b sin c cos a = Q^ 
y' sin a*+x' sin a sin b cos c+sin a sin c cos b=R, 
y' sin a sin c cos J)4-x' sin b sin c cos a-|-sin c*=P. 

SBenn umgefe^rt bie QJIeid^ung Qx-f Ry+P=o eine^ ^anpU 
f reifet gegekn ifl, fo f ann man an^ ben ßonflanten Q, P, R bit Reiben 
(Soorbinaten^Söerl^öItnifie x' unb y' füt fein fpr;(5rifd;e^ Senttnm ftnbem 
©aju bienen bk ©leic^ungcn: 

x' 

? 

y' sin a^-l-x' s!n a sin b cos c 4- sin a sin c cos b R 
y' sin a sin c cos b + x' sin b sin c cos a +sin c^ P 

welche in ^injic^t auf x' unb y' aufgelofet tverben muflem S)ie 
baburd^ gefimbenen 2lut?btücfe tebujiren ftd^ oiif eine^ bemerfen^^ 
»ert^e SBeife unb Itnb bann : 

^ R-.Q cos C— P cosB 
^ ""P — Q cos A — R cosB' 
Q— R cos C—P cosA 



i sin b^-}-y' sin a sin b cos c-|-sin b sin c cos a Q 
9' sin a sin c cos b + x' sin b sin c cos a + sin c^ P 



X = 



P—Q cos A— R cosB 

35ut(^ Ite ifl bet fpl^drifd^e SWittelpunft beö ^auptfreifrö teflimmf, 

beffen ®Ieic^un3P+Qx-j-Ry=o ober P, sin p+Q.sin q+R.8inr=o 

gegeben ift* 

15* 

SBenn ein ?Punft M butd^ bießoorbinatensSSerbÄltnifiexunby 
unb eten fo ein jweitet ^unft M' butd) bie ßoorbinaten^SSierl^Itntfre 
x' unb y gegeben ifl, fo Wßt fic^ bat(ii\6 btt fürjefle fp^dtifd^e 
Slbjlanb MM' ber Mbm fünfte oon einanber i^erleiten, unb wirb 
biefer mit d kieid^net, fo tfl nad^ §« 6: 

l+Cl'-hu' cos C) t+(u'+f cos C).n 

cos Q ^= I. - I ■ _ * 

Al+t'*+u'2+2tV cos C) .i^(i^-t2+uH2ta cos C)' 

unb r^iertn »irb man nur noc^ bie in 9lro* 12 and^btnttUn @u^« 
(litutionen )>ornel^men. 

@e$t man jur ^itüriung: 

P' = sin c^-^^x sin b sine cos a+2ysina sin ccos b-f-x^sin b^ 

+2xy sin a sin b cos c-f-v* sin a*, 
P' = sln c^'4'2^' sin b sin c cos a4'2y' sin a sin c cos h 

4-x'* sin b*+2x'j' sin a sin b cos c-f-y'* «ioa*^ 
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fo fnbtt man not^ se^örtget Stebuction: 

sin c^+(x4-x') sin b sin c cos a+(y4.y') sin a sin c cos b 
^ -l-xx' sin b*+(x/+yx') sin a sinh cos c+yy' sin a * 

kernet tff not^ §. 6 avu^: 

(f — t)» + 2(t' — l) (tt' — u) cos C 4- (u' — n)* 

,.„ . ^ 1/ +(tu'-«t')'«ii. C» 

'^ (l+l"-f-tt"+2lV co$ C)U+t*+u*+2tacosC) ' 

unb bttt^ @ufi(titution txmt man: 

sin a sin b.fC/ — y) sin c+(xy' — yx')sin b cos al 

(sin c-f x' sin b cos a^/ sin a cos b) (sin c-)-x sin b cos a ' 

-f*y sin a cos b} 

' *^" * •'" ^^'K^^'^'O *'" c — (xy^ — yx'jsin a cos b] 

(sin c^x'sinbcosa4-y'sinacosb)(sinc-4-xsin bcosa ' 

+y sin a cos b) 

^ , ., / sin a* sin b^ (yx'— xy') 

(sinc4-x'sinbcosa-f>y^8inacosb) (sinc+xsin bcosa 

4-y sin a cos b) 

SBetben biefe SBett^e fufcflituitt, fo etJ^dlt man: 



sin d a sin a sin b sin c. K - 



V 



P.F 

unb eö ifl bann: 

V *. sin c^= [(y' — y) sin c +• (^y* — yO s^*^ ^ ^^s *] *+2[(y' — ^y)*«n © 
-}-(xy' — yx') sin b cos a] [(x' — x) sin c — (xy' — yx'j sin a cos bj cos C 
+[(x'— xjsin c— (xy'— yx')sin a cos b]*+Cyx'— xy')^sin a^inb^inC. 

i>nxd^ n^eitere. SRebuction erl^dlt man enbltc^: 

V=(y'— y)2+2(y'-yXx'— »)cosC+(x'— x)2+2(y'— yXxy'— yxOcosA. 

+ 2(x'— x) (yx'-xyO cos B4-(xy'— yx)^. 

Die erl^altenen gormein für cos d unb sin d, worauf man 
leicht bie gormel für tng d herleitet, finb ^ugletd; bie aHaemeinflen 
® leic^unflen für einen Äreiö, beffen fpl^drifc^er SRabiue ^ d ijl unb 
beffen 97tttte(punft bann burc^ bie (reiben Soorbinaten^äJerl^diUnifre x' 
unb y' tejlimmt ijl. 

^M biefen wenigen ^ro&en erftel^t man nun l&tnMnglic^, baff 
man ieim (Sefcraud&e ber in JRebe fle^enben 6oorbinaten=2Wet^obe 
groflen ©(^wterigteiten entgegen geH fo^alb man {te ju metrifc^n 
SBeftimmungen fp^drifc^er Diftanjen unb ü&er^aupt fpl^drifc^et 
®r5flen anwenben »id. 

Sfff h* ^*f 9 (^r y>=o rf«^ ©leid^ung jtoifc^en ben^Coorbinaten« 
äJer^dUnijlen x unb y eineö ^unf te6 mb alfo bie ©(eic^ung einer 
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ßtitue, fo fnbet mcm für fcad ©iffetenjtal be« ©ogetid bfefer (?tiwe 

sin a sin b sin c. V^r9y^ + 23x 9y cos C + 3^* 
_ +2f3y >cosA-~9x cos B) (x9y'-y9x) + (x3y — y9x)= ^] . 

^ sjn c*+2x sin b sin c cos a + 2y sin a sin c cos b 
-f-x* sin b2-|-2xy sin a sin b cos c+y" sin a* 

ObsUiä) nun aber bte in mUn ^äUm große Cdfttgfeit miU 
Wuftger JRec^nungöauebrucfe ber neuen ßDorbinaten^gWert^obe nid&t 
jur ^mpfel^Iung bient, fo laffen ftc^ gtcic^wol^l fel^r oiele SRaums 
kjiel^ungen in überrafcl^enber ©nfad^l^eit unb batei großer ^iHges 
nteinJ^eit auf biefem SBege barileßem Um ein Seifpiel biefer Slrt 
)u geben, leiten wir ik ©leid^ung eineö Äreifeö l^er, welcher tm 
ba6 ßoorbinaten^Sreiecf ABC gefc^rieben ijl. 

J)iefe Olei^ung ifl jundct)!!: 

i+(t'+u' cos C}l+(u'+t'cosC).u 

cos a "— " f 

^r(H-t'*+u*2+2t'u'cosC)./'(l + t2-|-u*+2tiicos C) 

»enn ber Jftabiuö beö Äreifed mit d bejeic^net wirb* S)a ber Jtrei* 
bur(& ben Slnfangöpunft C gel;en foU, fo muß fürt=o auc^u=o 
fepn, unb eö i(l alfo: 

, i 

^^^ "^ v^(l + 1' "+ u'2+ 2t'u' cos C) ' 
ober: tngd=/(t';*+2l'a' cos C4-u'2). 

SBeil ber Äreiö ferner bntd) bit Soorbinaten^Scf e A gel;en foB, fo 
muß für u=o aud; i=tngb fe^n, unb ed ifl alfo: 

•'(i + tngb2) = l + tng b ct' + u' cos C) ober 

^ i — cos b b 

l'+u' cosC= — : — ; — = tnc — . 

sin b ^2 

5lBeil ber Ärci6 enblic^ auc^ burd^ bk ßoorbinafen^ij'cfe B ge^en folli 
fo jtnbet man eben fo: 

. , , ^ 1 — cos a a 

u'+t' cosC= — ; = Inc — • 

sin a ^2 

SEBirb oon biefen SBertf;en ©ebrauc^ gemacht, fo ftnbet man bie 
©leic^ung : 

b a 

l^(i + t«-(.u2+2tacosC)s=i4.tng - • t + Ing - • u; 

V 2 2 

xinb wenn man nad^ 9tro, 12 ^u ben Soorbinaten^SSerWltniffen öber^ 
gel^t, fo erl^dlt man nac^ einiger Stebuction bk ©leic^ung: 

%^(sin c^-J- 2x «inb sine cos a -t- 2ysina sin ccos b 4-x*sinb* 
+2xy sin a sin b cos c+y* sin a^J = sin c-f*xsin b + y sin a. 

SBirb biefe ©leic^ung enblic^ rational gemacht, fo rebujirt (le (tc^ 
auf: 



} 
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fo finbtt man not^ gelinget Stebuction: 

sin c^+(x+x') sin b sin c cos a+Cy+y') *'" • «'" c cos h 
-|-xx' »in b*+;xy'+yx') sin a sinh cos c+yy' sin a * 
cosa== j;^p7p;3 . 

getner ijl md) §• 6 mit^: 

(f — t)« + 2(t' — l) (u' — u) cos C + (u' — u)* 
^ (i+t"4.u'2+2lV cos C) U+i'+u^+2lacosC) ' 

unb btirc^ €ubflttutton tt^lt man: 

^ sin a sin b .[(y^ — y) sin c+Cxy' — yx')sin b cos a] 

(sin c-fx' sin b cos a<4-/ sin a cos b) (sin c-)-x sin b cos a ' 

-J-y sin a cos b) 

• >^" * •'" ^^'K^'"*"^) >^° c — (^y' — yx'jsin a cos b] 

(sin c^x' sin b cos a-fy' sin a cos b) (sin c-f-x sin b cos a ' 

+y sin a cos b) 

, sin a* sin b^ (yx' — xyO 

(sin C'l-x'sin b cos a-f»/ sio a cos b) (sin c+x sin b cos a 

4-y sin a cos b) 

SBetben biefe SBett^e fufcjlituirt fo erl^dlt man: 
unb e6 ifl bann: 

V\sin c^=[(y' — y) sin c + (xy' — yx*) sin b cos a]*4"2[(y' — y)sinc 
-}-(xy' — yx') sin b cos a] [(x' — x) sin c — (xy' — yx'j sin a cos b] cos C 
-J-[(x' — xjsin c — (xy' — yx')sin a cos b]*-^(yx' — xy^sin a^iab^iDC. 

X>ur(& n^cttere SRebuction erhält man enbltc^: 

V=<y'— y)*+2(y'-yXx'— x)cosC+(x'— x)24-2(y'— yXxy'— yxOcosA 

+ 2(x'— x) (yx'~xy') cos B4-(xy'— jx)^. 

Die erl^altenen gormeln für cos d unb sin d, »oraud man 
leicht bie gormel für tng d ^txkitet, finb ^ugletc^ bie affaemeinflen 
®kid)nnitn für einen ^reiö, beffen fpl^drifc^r Slabiuö^d tflunb 
beffen 97tttte(punft bann burc^ bie Reiben Soorbinaten^äkrl^diUntffe x' 
mh f (eflimmt tfl. 

^u$ btefen noentgen ^ro^en erftel^t man nun j^mldnglt^ bajl 
man teim ®e6rauclf>e ber in JRebe flel^enben ßoorbinatens^Wet^obe 
groflen ©c^wterigteiten entgegen gcH fi>^<^(!> tnan fte ju metrifc^n 
SBefKmmungen fp^drifc^er Diftanjen \xn\> ü&er^aupt fp^drifc^r 
®r5flen anwenben mtd. 

3fl, j. S., 9 (x, y>=o eine ®Ieid^ung jiüifc^en benKSoorbinaten« 
93er^dUnij|en x unb y eine^ ^unf te6 \xtx\> alfo bie ®(eic^ung einer 
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6tiwe, fo fnbet mcm für ba^ ©iffetenjial be« ©ogend bfefer (Si\rt>t 
bie %ttmd: 

sin a sin b sin c. V^ßy* + 23x 9y cos C 4" 3x* 
-. _ +2(3y >cos A — 3x cos B) (x9y — y9x) + (^3y — y9x)= ^] . 

sjn 0*4- 2x sin b sin c cos a + 2y sin a sin c cos b 
-f-x* sin b^-|-2xy sin a sin b cos c+y* sin a* 

ObsUid) nun aber bk in muri gdllen große Cdftigfeit miU 
Idnftger JRed^nunflöauebrücfe ber neuen ßoorbmaten=9WetI;obe nid)t 
jur ^mpfel^Iung bient, fo laffen jtc^ gleic^wol^l fel;r riefe SRaums 
kjiel^ungen in üterrafc^enber ©nfad^l^eit mb baid großer ^ü^t^ 
nteinl^eit auf biefem Sißege barfleffen. Um ein Seifpiel biefer Slrt 
jtt flefcett, leiten wir bie ©leic^ung eine^ Äreifeö l;er, welcher um 
ba6 Soorbinaten^sSretecf ABC gefd^rieben i% 

S)iefe Olei^ung i^ iim&ti)\t: 

i+(t'+u' cos C}t+(u'4-t'cosC);U 

cos d "~" — — ~ ■ ■■ ■ — ■ ■ ■ a 

l^a + t'"+u*2+2t'u'cosC),/'(l + t2-|-u*+2tucos C) 

»enn ber 3iabhi^ beö Äreifeö mit cl bejeic^net »irb^ S)a ber Ärei* 
burt^ ben 5(nfangöpunft C gel;en foU, fo muß fürt=o auc^u=o 
fepn, unb eö ifl alfo: 

1 i 

cos d = — ' ■ II * 

V^(l + 1'^+ u'^H- 2t'u'cos C) ' 

ober: tngd=/(t':'+2l'u' cos C+u'^). 

©eil ber Äreiö ferner burc^ bie Soorbinaten^Sdfe A gelten foB, fo 
muß für u=o and) i=ingb fe^n/unb eö ifl ölfo: 

/'(i + tngb2) = i-|.tns b Ct' + u' cos C) ober 

^ i — cos b b 

v+u' cosC= — : — ; — = tnff — . 

sin b ° 2 

©eil ber Ärci6 enblic^ auc^ burd^ bk ßoorbinafen^ijcfe B ge^en foffi 
fo jtnbet man eben fo: 

it.. ^ 1 — cos a a 

u'+t'cosC= — ; = Inc — • 

sin a ^2 

2Birb oon btefeti SBert^en ©el>rauc^ gemacht, fo ftnbet man bk 
©leic^ung : 

b a 

t^(i + t'+u«+2tacosC)s=i4.tng - • t + lng -• u; 

V « 2 

mxb mnn man nad^ 9trc, 12 ^u ben ßoorbinatensaSerWUniffen über^ 
gel^t, fo ert^dlf man nac^ einiger JWebuction bie ©leid^ung: 

/(sin c^-f- 2x «inb sine cos a -t- 2yslna sin ccos b + x*sinb* 
+2xy sin a sin b cos c+y* sin a^) = sin c-(-xsin b + y sin a. 

©irb biefe ©leic^ung enblid^ rational gemacht, fo rebujirt (ie j!d; 
auf: 
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a . b 

_-+ ___+tn6-c = o, 

ober, trenn man mdf 9fro. ll bit bret ^^erpenbifet p, q, r »om 
fünfte M ber ÄvtUpttipf^xit auf bi( Seiten beö Öoovbinatttif 
2)me(f« fdOt, auf: 

a b c 

tos — tng — tos — 

* 2 , ^2^*2 
sin r sin q sin p 

Dtefe Q)(et(^und be6 um ba« tretet! ABC (efc^rieSenen ^retfed 
ifl bet ^(u^brucf einer, wie man ft^H ibemerten^wert^en Gigenfd^aft 
biefet frummen Stute* 2Ba6 o^ bte $orm bet ®(etd^ung ibetrt'tft, 
fo tpirb fte icAb auf eine aOgemetnere ^tt ttoc^en^tefen »»erben* 
%üt ben fRabiixi d bed Jtreifed ftnbet man, wenn bte äBertl^e 

a h a ^ 

Ina - — tDs — cos u 



U' = 



sin G 

a b 

tng — — tDs-^ cos C 



sio C 

fui&fHtuirt »erben, bie JJotmel: 

K ^^lng - — 2lng - tng - cos C + tng ^1 
tng d = . — 7; ^ 

cos C ■ CO^ £1 cos Jj 

unb wirb cos 0= : : — , futjKtutrt, fo »erwanbeft (t(6 

sin a sia d 

. c 

sin — 

2 

ber oWge ?Iu6brudf in: tng d=: ^ . Diefe gormd 

cos — cos — sioG 
2 2 

f ann aud^ leici^t auf eine mel^V elementare SBeife l^ergelettet werben. 
SBerben wm SÄittelpunfte be^ Äreifed auf bie Seiten bz6 ßow« 
binaten^Sretecf ^ bie ^Perpeubif el p', q', r* gefallt, fo ifl nac^ 5tro. 12 : 

-. i ., tUR -" — tog —cos G 
stn H t' ° 2 2 ' 



a'= 



sinq^ u^ a . b _ 

^ tog - — tng - cos C 



2 ^2 



ob c a 

tng - — tng — cosA. tng tng- cos B 

aWn fo t(l : x' = unb y'= — ^ » 

tng - — *"g ^ coaA tng - — tng^cosB 



f 



I 
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unb ^ btttf!^ tiefe bret Sootbtnaten s SSen^tntffe tfl bie Sage be« 

sjJlittelpunftee teflimtnt 

17. 

SSenn eine ©leid^ung yC^^f y)=o jwifc^ett ben Coorbinatem 
SSerl^dltniffen x unb y bei^ ^unfteö M einer fpl;dvif(^en Surve ge^ 
geben ift fo ftnbet man bit ©feid^ung an einen 6erül;renben ^anpt« 
txei^ m^ ber ©leid^unfl 

u — a' du 

Inh^nt tit^n Tt.^^Kft.lvf • " "^^ (l-^lQgiD C+CxyCyiQ sin a CO« b 

tnoetn man lupmtuitt: ^ — 77 =v jt"^ t^;::; 7;—- — ü 

' * t — t' (y — yQsmc — (xy — yxOsmbcosa 

du. sin c.öx — (xSy — y3x)sin a cos b 
3t ~~ sin c,9y+(x3y — y3x) sin b cos a' 

9?ad^ gel^öriget JRebuction erl^dlt man bann bie ©leid^ung 

an ben butdj) ben ^unft M obet (x, y) ^el^enben «nb bie (^uyh 
terü^renben J^auprtreiö* 

3<l, j. 95,, AyH2Bxy+Cx^+2Dy+|jEx+G = o bie ©leit^ung 

an bie 6uv»e, fo finbet man für bie burc^ M gelegte Serül^rungö^ 
linie bie ©leid^ung: 

y^(Ay + Bx + D) + x'(By + Cx + E) + Dy-fEx+G=.o, 

xck im §♦ 52, «nb wenn ber burd^ x unb y kilimmfe ^ntät bit 
frummen ßinie nic^t ange&ort, fo ijl aSorjlel&enbeö bk ®Ieic^ung 
ber polaren be^ Äegelfc^nitt^, welche ben burc^ x mb y te- 
jtimmten ^^unft jum ^ 1 e f)at 

18. 

SBenn man in ber (Sleit^ung Ay •+2Bxy+Cx2+2Dy+2Ex+G«o 
bie SBert^e 

sin q ^ sin r 

X = -: — - unb y = -: 

sin p sm p 

futjKtuirt, fo er^dlt man: 

A sin r^ -}- 2B sin r , sin q + C sin q* -f- 2D sin r sin p 

+ 2E sin q sin p 4" G^ *'*" p*es=o. 

©Ott tiutt bk 6ur»e burc^ bk erfle 6oorbinaten?©cfe gelten, fo 
muß für p = o auc^ q=o fe^n; bal^er bie S3ebingung: A=o. 

©oß bk Surre burc^ bk jweite goorbinaten-Scfe gel;en, fo muß 
für p=o audj^ r=o fei^n; ba^tr bie Sebingung: C=o. 

6ott enblic^ bk (Suroe burc^ bk britte Soorbinaten^iSdfe gelbem 
fo muß für q«o au^ r=o fe^n; bal;er bie aSebingung: Gaso. 

11 
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6oD alfo ber JUgdf^nttt toit^ bte brd SotrUnateiM^cfca 
ge^en, fo ^at bie ®let(^uns bte einfach ^orm: 

B«fin r«fin q-f-D^siur.sin p+£ sin q sin P^ ^i 

ober: B + D.-r-^+ E. — -i-=o, 

fin q sm r 

oberauA: — + — «i. 

» y 

Da biefe ®Iet(^ung an einen Jteselfc^nttt ungeachtet ber großen 
Siagemetnf^ett nur jn^ei Gonftanten M unb N entölt, fo fann ^e 
bajtt btenen, fel^r aDgememe Sf^eoremer ml^ bte ^egelfc^nitte be^ 
treffet^ auf eine einfache SBeife anal^tifd^ ju bewetfen. 

19. 

3um 93efcbluffe mag ba^er eine $(ufgabe ber Slrt aufgelöfet 
trerben. @6 tft ein ^egelfc^nitt ABC gegeben, in n^elc^m S)retecfe 
ABC unb A'B'C fo gefeirieben werben, ba$ bte (Seite CA tmtner 
burcb ben feften ^nft P unb eben fo bie @eite CB immer burcb 
ben feften ^untt Q gel^t, unb man fuc^t biejentge Suroe, «oelc^ 
babei immer i>on ber britten Seite AB ober A' B' be^ S)reiecf^ 
berührt »irb. 

9tebmen »ir ba* Dreierf ACB jum ßoorbinatensDreierfe, fo i(l 

bie ©leicbung an Un gegebenen ^egelfc^nitt: • 1 — =i,oben 

My+Nx=3xy. ©er ^unft P fei; befKmmt burcb x=o unby—m; 
ber ^unft Q burc^ x«n unb y==o. 2)ann ijl bie ©leic^ung an 

PQ offenbar: ~+ -«i. 

m n 

©er oerönberlicbe ^unft C enblic^ fei) befltmmt burcb bie 
6oorbina(ensS3erb<5(tmffe x=t imb y=u. ©aber ijl aiicb: Mu4-Nt==:tu. 

©ie ©leicbung an C'A' ifl bann: y — u« --^ — (x— 0# 
unb bie ©leicbung an CB ifl tUn fo: y — u«s — (x— t). Sie 

w"" 11 

®leic^iing My + Nx^xy Idßt ficb ferner umformen in: 

M— t N— u 

r+ =i; 

X — t y — u 

unb ttierben mit ibr bte betben oorigen @Ieicbungen oerbunben, fo 

erbÄlt man för btn ^unft A' bie Slu^btücfe: 

Mm ^ Nm 

x«>« unb y= — • 

m — ^u u 

(f ben fo erbift man jur JBejlimmung ber Sage be« ^unfte^ B' bie 



1 
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, Mn , Nn 

^wxaut aUt et^&Ü man bie folgente (SUi^m^ fut bie bvitte 
eeite A'ß' be« ©reiijrfd : 

— N y+ j^— x^mn, 

weld^e fo bifferenjürt tretben muß, baß tttön barin x unb y 
atö cottjlant, bagegen t unb u afö vtt&nbttli(fy anfielt 3u bem 
@nbe giW mau i^r jundc^fl bte ^orm: 

Mny , u + Nmx , t— (My 4- Nx) , tu eMNmn, 

uttbi inbem man tu = Mu + Nt fubjh'tuirt : 

Mu (ny — My — Nx) -f Nt (mx — M j— Nx) =: MNmn ; 

ttttb l^ierauö folgt bann auf ber ©teile: 

du _^ N (mx — My — Nx) 
3t " ~ M(ny— My-Nx) ' 

SBirb abet aud^ bie ©leid^ung Mu + Nt=iut biffereitiürt, fo 
er^dlt man: 

dn N — u 

3t "^ M— t ' 
^s. p -A tr N— u N(iiix— My— Nx) 
unb e6 1(1 alfo: m^T^ MCay-My-Nx) ' «^^^^ «»*• 

MN (ny - mx) =« Mu (ny — My — Nx) — Nt (mx — My — Nx), 

unb wirb biefe ©leic^ung mit ber Oleic^ung an A'B', 

MNmn=!Mu(ny~-My — Nx) + Nt (mx — My — Nx), 

ijetbunben, fo fann man bie 6oorbinaten*a3et^d[ttniffe x unb y be5 
in A.'ß' beftnblic^>en ©etii^rungdpunfteö T jtnben, b. l)., aU ^imc^ 
tionen oon t unb u batflettem Siefe Functionen laffen [x(fy mx^ 
festen, inbem man t mb u burc^ x unb y auöbrürft; aber man 
finbet biefelben 2luöbrucfe, inbem man bie teiben oorjle|>enben 
öleic^ungen fogleici^ nac^ t unb u auflöfet, »oburd^ man erlj^ditt: 

— ^ . "^""{""y — mx 
2 ny — My — Nx ' 






M mn — ny + mx 
2 mx— -My — Nx 



SBerben enblic^ biefe SBett^e in ber Oleic^ung ^ + - t« i 

I» u 

fubllituirt, fo et^dlt man bU folgenbe ©letd^ung: 

2(mx — My— Nx) 2(ny — My — Nx) 
mn — ny.-^mx mn-fny — mx ^ ' 

jttifc^n ben 6ootbinaten*93etl^dltniffen x unb y be^ ftetfi^tung«* 
punfteö T in ber ^extt A'B' be^ oerduberlic^en 3)reiecf6 hfB*C\ 
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X)iefe &ki(fyini gefldttet noc^ eine noml^afie Slebactiot^ unb 
tjt bann : 

4niD(x7 — My — Nx)s= (mn — ny — mx)* 

bte ©leid^una an bit Oxt^cnxn beö ^unf te^ T, bie ölfo in jeber 
Söge be6 bur(^ btc fejten fünfte P unb Q gelegten unb in ben 
gegebenen Äegelf(^nitt AGB gefc^rietenen SJreierfi^ ABC j>on ber 
(2eUe A'B' ober AB kru^tt tüixb. 2)ie Surve ifl offenbar toieber 
ein Äegeifcbnirt. 

SSJlan (etftet ber gefunbenen Q^Ietc^ung @enüge, tnbem man 
glei(^jeirig fe^t: xy— My — Nx=3 nnb ma— ny— mx=o. S)ie 

MT N 

erjle QUeid^ung — |- - « i ifl bie GHeic^ung an ben gegebenen 
Äegelfc^ni« ACB feftfl; bie jweite ,®IeidE^img - + -^ ^iiflbic 



n 



m 



©fctcbung an bie burd^ bie beiben feflen ?Punfte P unb Q gejogene 
©erabe PQ; bal^er finb bie Durc^fd^nittöpunfte M unb N beiber 
Cinien aud^ ^nnfte ber gefud^ten Ortdcurj>e. 

5Wan bereifet nun nod^ leid&t, baß bie beiben Äegelfd^nitte in 
M unb N biefelben Sangenten MV unb NV l^aben; ferner, baß ftc^ 
bie brei ®eraben BT, A'Q unb C'T immer in einem ^punfte U 
fc^neiben, morauf e^ jebodf^ (;ier nid^t anfam« 3n nnertrdglo^ 
©eitWufigfeiten gerdtl^ man aber, wenn man eine anbere Soorbi^ 
naten^gWetl^obe, fe^ eö in ber ©bene ober aud^ auf ber Oberfldc^ 
ber Äugel, anwenben unb bit ®Ieid^ung ber gefud^ten Drtöcnroe 
l^erleiten milT« S)iefe^ jnr ^mpfel^Iung ber neuen (Soorbinateu- 
SWetl^obe bei affgemeinen Unterfuc^ungen. 



S5et SW» S)ä9Äont^@(^au6er9 in Äöln etfd(>tetten 

unter anbern: 

5CjMt/ g., f)anb6a* ter ftaötof. Uma«»3^fpifÄ*e.8. 12 Ogr.— 54$t. 
Cassel, F. P., Morphonomia bolanica, sive observationes circa 

proportlonem et evolutionem partium plantaram. Garn 

figaris lithograpbicis. 8. 1820. 1 Zilv. — 1 %U A8 St. 
Ciceronis, M. T., pro Q. Roscio Comoedo orationem jaridice 

exposult Dr. N. München. 8. maj\ 1829. 10 ©gt. — 45 Xr. 
5)ilf*neitcr, Dr. 3- 3., tic Untfdjt ^rofa in flaififcftctt ScifDicIctf, 

|ur Sefung uttb Srflätund (ti htn obern fi(a{fen ber (S^mnaflen« 

9r. 8. 20 ®Qt. — 1 gl. 30 3Er. 
geitfabett für htn Unterrte^t (it ber ®ttls?cbre, jum ®e« 

braitd^e (it bett obern Älaffen ber O^mnoflcit. 8, 1828, br. 

4 Ogr. — 18 3Et. 

— -*- Verslehre der deutschen Sprache, gr. 8. 1823. 18 
®at. — 1 5f. 21 3Er. 

Heißere Q3erdle{>rc ber beutfc^eit ©prad^e. 3«w ©ebronc^e 

ttt böbertt Elementar 8 unb @tabtfc^ufen^ fo mte in (»ö(ern loetb^ 

' Itcfte« gebrandarten. 8, 10 Ogt. — 45 Sr* 

«nb Dr. SS. SBtdmantt, Äemmentar jur ©eberYdS^en 9D7ufler^ 

@atitin(uiia beutfc^er ®ebtc^te. %üv Sedier unb jur @elb(lbes 
ledrung. Srfle llbtbetlung: Sxtl&xnn^ ber |)9mnen unb Oben, 
gr. 8.. 1822. br. 1 Iblr. 12 ©gt. — 2 gl. 45 £r. 

— * — 3»^^'^^ 5(btbeü«n9 : SrHaritng ber Ctebcr, Slegfeen^ |)eÄ 
rofben, Kantaten unb ber (^Hfd^eu; burcf^ tbre gorm befonber^ 
auSgeaefc^ineten Sfcbtungöarten. gr, 8. 1828. br. 1 IKr. 12 
®gr. — 2 gl. 45 Xr. 

Fufs, J. D. , carmina latina, additis e germanico versis, in 
quibns Roma et Ars Graecorum A. W. Schlegel, et Ambn- 
latio Fr. Schiller, eleglae, denuo emendatiores vulgatae. 
In caeteris SchUleri Campana et Goethei Alexis et Dora. 
Praccedit de linguae latinae cum universo ad scribendum, 
tum ad poesin usu, deque poesi et poetis neolatinis Disser- 
tatio. 8. maj. 1S22. 1 Zf^tx. 4 @^t. — 2 gl. 

— — Dissertatto, versuum homoeoteleutornm sive consonan- 
tlae in poesi neolatina usnm commendans. Adhaerent 
Schillert Festum victoriae et Gassandra versibus bomoeote- 
leutisy nee non Goethei elegia XII. latine reddit«|. 8. maj. 
1824. 9e(f, 4 ®Qx, — 18 3Pr. 



Fufsy J. D.y ad J. B. Lyoocriticum epistola, in qua loci Metamor- 
phoseon et Fastorum Ovidii^ nee non alii aonnuUi sire 
defenduntur et illustrantar , sive emendiintur, Chr. C. 
Sprengel emendationes exempli causa refulantur. 8« maj. 

1824. br. 7, ©jr. — 30 3Er. 

{>ocgg, 3r. £., Uebuttd^ftiicfe {um Ueberfe^en aitd bem 2)ettff4ett 
inl Sateinifcbe unb auft^ bfm Satetntfc^eit tit^ ^eistfc^e, ttt mts 
tbobifc^et ©tufenfolge. I. ZbeiU ^ät bte ®ejrta citic^ ©ymnod 
fiamd. 8. tO @gr* — 45 Xr. 

3acob, 5t. ®.^ WMtx Scott, gut bte 8efer feiner SBerFe. O^iii 
biograpbtfc^'Iiteravifc^er »erfuc^. ORtt SB. Scott'd SiUnif. gr. 
12. br. 14 ®9r. — 1 81. 

SRenge^ Zb.^ {>anbbtt(6 ber (9efc6M^te bet S)entf((ett mtt oorjugs 
U^et fBerudflc^tt'duttg ber ®ef(^fc6te ber preug. SRonarcbte. 
grftct Sb. gr. 8. br. 1 Iblr. — 1 gl. 48 3Er. 
' Ovidüy P. Nasonis, Heroides et A. Sabin! Epistolae. £ vete- 
rum libr. fide et viror. doct. annot. recens., varias lect. 
cod. et nonnullaraih edit apposuit, comment, in quibus 
etiarn annotat. N. Heinsii, P. Burmanni^ D. I. van Lennep 
aliorumqae viror. doct. partim integrae partim expletae 
atqae emendatae continentar^ instruxit^ de bis carminibus 
praefatus est et indices addidit Y. Loers. Insunt variae lect. 
Xü cod. separatim excusae. Pars I. 8. maj. brofc^. l S((r* 
16 ®af. — 3 81. (Pars II. ifl unter ber treffe.) 

Piatonis Menexenus. Recensuit, e graeco in latlnum convertit 
et commentariis illustravit Y. Loers. Inest de Fr. Astii 
sententia, Menexenum non a Piatone scriptum esse, commen- 
tatio. 8. 1824. 14 ®9r. — 1 gl. 

Piautiy M. Acci, Aulularia. Edidit Franc. Goeller. 8. maj. 

1825. 12 ©gr. — 54 Xu 

— . — Trinumus. Cum brevi adnotatione denuo edidit Franc. 

Goeller. 8. maj. 1824. 12 ®Qt. — 54 Sr. 
Truculentus. Emendatiorem suisque numeris descriptam 

edidit Franc. Goeller. 8. maj. 1824, U ®gr. — l gl. 
Ottfar^ Sdr./ bWorCfc^^opDarapbffcbe Sefc^reibung ber Statt Sachen 

tinb ibter Umgebungen. Sßtt einer Utbograpb* Sbbtlbung. 8. 

br. 16 ®gr. — 1 gl. 12 3Er. 
:Q{e granfenburg wnt bie QSogtet ixber Surtfc^etb. %t$ 

f(^i<6tlt^ bargeilettt. mt einer ütbograpb« %\>^iit. gr. & br. 

1 IHr. 4 ®gr. — 2 gl. 8 3Er. 
®(^ter, Sb. ®f ®ebtc^te. ^i^wz^t @abe« 8. 1824. 18®gr.— 

1 gl. 30 2r. 
©c^miß, a. 3./ vinti Dr. 3. % X>x\\iit\tiUt, fpftemattfi^ geort^ 



nttt SRuiterlefe auft bem (Sebtetc Ut Uutii^tnJiU^ttunft, nehft 
einer furjsefa^ten %oetit mt tini^en (ixl&uUtua^tn. 3«^ 
®tbtaui)e in ^en obern ftiafcn ter (Elementar fc^ufen^ {nSnrger^ 
u. töbern XD<bterfd^uIen unb ©pmnaftem gr« 8. 12 ©gr.— 54Xr« 

®(i^mi(/ 3./ ooUflcinbided, nacb etner gan{ neuen Sebrort bearbeu 
tzM 9le(benbu(Jb, entbaltenb bie a(te S?e<benfunfl mit ber X>eiU 
maUäte^ienfunbeunb i^ren dedenfeittgenSRiingen/SRaflenunbOe^ 
wtcbten x^oOf ommen oeraltcbem Ir Sb* 8. 1815. 12 ©gr.— 54 3£r* 

oodflänbtaed, nacb einer ganj neuen Cebrart bearbeitetet 

Stecbenbucb für Gcbulen, |)anb(un3d«3ni!itute^ angebenbe ftauf^ 
leute unb anbere ®ef(baftdmänner, entbaltenb alle {ufammens 
^ gefegten Dtegeln/ tit Kettenregel in ibrer uoeiteflen Vudbebnung, 
ein fturfenbucb/ SSergleicbungd^XabeOen über hk SRünjen^ SRaße 
unb ®en)i(bte oon gan{ Suropa unb ben »icbttgflen auf er bem# 
felben gelegenen ßtaaUn, tit gefammte ftur^? unb SBe4)feltt)iffen^ 
fcbaft u,f.tt» 2r 2b. gr. 8. 1821. 1 Iblr. 4 ©8^ —2 gi.6Xr. 

pxattifi)e^ {)ülfdrecbenbucb für Sebrer unb Sebterinnen 

ober Sammlung aller Vud^arbeitungen unb Kuflöfungen ber im 
erften Sbeile bejtnblicben Uebungd^Seifpiele bed Stscbenbucb^. 8« 
1818. 10 ®gr. — 45 3Er. 

audfübrlicbe Slbioanblung ber linregelmäßigen franjoflfcben 

3eitioi)rter, mit Seifügung ber nSmlicben beutfc^en QdtwoxUt 
gttfammengetragen, 8. 1818. 10 ®gr. — 45 Sr. 

Seber; S. 3., Sammlung oon, SRuflern beutfcber Siebter unb 
^rofatfer, für hU brei untern klaffen ber ©^mnaften. 93ierte 
«uflage. gr. 8. 1829. 18 ®gr. — 1 gl. 21 Xr. 

Sammlung oon SKuflern beutfcber Siebter für bie brei 

obern Stlaffen ber ®9mnaflen. 2te^ oerb. unb oerm. Stuft, gr. 8. 
1825. 1 Xblr. 8 ®gr. — 2 gl. 24 Xt. 

Seckendorff, A. H. £. F. a^ de capitis deminutione minima. 
Dissertatio, ab ül. JGtoram Bonnensium ordine praemio 
ornata. 8. maj. 6 ®gr. — 27 Xr. 

Simon, SR., tk älteflen Sfacbricbten oon htn tBetocbnern 
bed ItnFen Stbeinuferd» 3ultu^ Säfar unb feine gelbjüge in 
®allten/ nebfl eln^m fBorbertcbt über hie Saflrametatton unb 
bad ftriegdkoefen ber alten 9{omer:c. S02tt gtg. unb einer Sb^^tte 
»Ort (SaUitn. gr. 8. br. 2 Xblr. 12 ®gr. — 4 gl. 30 3Er. 

Smet^, ffi.; gerbinanb grau) SBallraf. (Sin biograpbtfcb'Ponegp^ 
n'fcber QSerfucb* SRebd 3 Slbbilbungen in Steinbrucf. 8. 1825. 
br. 12 ©gr. — 54 St. 

Seemann, 3. S. g., über be« Äntoniu« oon SBormJ Stbbilbung 
ber Statt ftöln an^ Um % 1531, fSliti SiorfleO. in Steinbr. 
8. 1819. br. 14 ®gr. — 1 gl. 
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BUttUu, XabeOeit tut getiatteii SergtelctKn) tet metWf^^n ntit 
^cn nm$n prett^ifi^eit uitb ber neuen pteuf. mit bca mettifdftn 
ian^tnsf Slawen« unh fforpermafen. 4. br. 10 Sgr« — 45 Xr. 

®iiren, i,, (SeWdiftt bed branbenbur3{fdl^«preuftf<ben 6t«ate§, 
ton ben frnbeflen Wac^ricbten an^ bid anf ibte neueflen 3^^^^fl- 
ÜRtt einer Stnleituna von St. 9. 6(bm{$. 8 Sbibett. SDItt iitb* 
«arten, gr. 12 br. 2 Zfrlr. — 3 gl- 36 St. 

Sagner, (Siementar^!Ratur(ebre nacb ben (Brnnbfä^en ber ntütxttt 
yäbabogtf^ fnr Geminan'en unb IBoIHfcbulen bearbeitet« Ir 
Sbeü. »ebil 2 (ttb. Xaf. gr. 8. 16 ®gr. — 1 ^l 12 3Er. 

aSaOraf, 8./ Set trage {ur ®ef(bt(^te ber Stabt Riln mh ibrer 
Umgebungen. SRtt 5 Slbbübungen in @tetnbr. gr. 8« 1819. f»r. 
1 2blr. 8 ®3r. — 2 gf. 24 Xr. 

SBüfe, X>.f eiemente ber fd^xiftiid^tn unh fd^neOen munblicben Un^ 
ter (Haltung tn ber engitfcben Bptad^e. ÜU Segletter ber engüfd^en 
©pracbUbre. 8. 10 ®gr. — 45 Xr. 
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